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第一章相对性原理 

§1-1. 相互作用的傳播速度 

为了描述自然界中所發生的过程，必須有一个所謂参考系統。 
参考系統应埋解为一个坐标系統，和固定在这个坐标系里的 M , 坐 
k 系用 来决定一个質点在空間的位 a ，鐘用来指示时間。 

有这样一唼参考系統，在其中，一个自由运动物体，卽一个尤 
外力作用于其上的运动物体，是以等速度行进的。这种参考系統 
叫做憤性系統。 

如果两 △参 考系統彼此相对作勻速运动，而其中的一个乂是 
惯性系統，邶么，另外一个显然也是惯性系統（在这个系統中每… 
个自由运动也将是匀速苘綫运动乂因此，我們可以有随便多少个 
梠对作勻速运动的惯性系統。 

实驗証明，所謂 “相对 性原理”是有效的。按照这个原理，所有 
的自然定律在所有慣性系統中都是一样的。渙句話説，表示自然 
定律的各种方程对于由一个慣性系献到另一个慣性系統的时間与 
空問的各祌变換来說是不变的。这就是說，描述自然界定律的方 
程，如用不同的慣性参考系統的坐标与时問写出来，将有同样的形 
式 C 

質点間的相互作用在普通力学中楚用相互作用的位能来表示 
的，相互作用势能丛相互作用的粒子的坐标的函数。很容易看出， 
这种描述相5作用的方式，包含着一个假定，卽假定相互作用是瞬 
时傳播的。事实上，按照上面的說法，每一个粒子在某一瞬肘受到 

⑴ 
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其他各粒 f 的作用力，仅与那些粒子在該瞬时的位置有关。在这 
些相 S 作用的粒子中，如果有一个粒子改变了位&刻就会影响 
到其他各粒子， 

然而，实驗証明，瞬时的相 e 作 m 在 白然界 中是不存在的。因 
此，根据相互作用的瞬时博播視念的力肀，本身就含有某些不准确 
性。实际上，如果桁互作用的物体屮的一个發生任何变动,仅仅在 
寒 一段时間过了以后才能影响到其他物体 C 只是在这段时問以 
后，由 T 最初变动所引起的过程，才幵始在第二个物(本上發生。用 
这段时問除阱个物体間的距离，就得到 “ffl 互作用的傳播速度' 
我們要注 ft ，这种速度，严格地說，应該称为相互怍用的最大 
傳播速度。这种速度仅仅决定某一物本的变动开始表現在第二个 
物体上所筘要的卩彳間間隔。显然，相互作用的最大傳播速度的存 
在*同时也就晴示着，在肉然界中，物体运动的速度一般不可能大 
于这个速度。事实上，假若眞的有这种运动存在，那么我捫就可以 
利用这个运动实現一个相互作用，其傳播速度比上面所説的最大 
傳播速度还要大。 

从一个粒子向另—个粒予傳播的相5作用往往叫做 “信 号”， 
它由第一个粒子發出，将第一个粒子所經历的变化通知第二个粒 
fo 我們以后称相互作用的傳播速度为 "信号 速度” „ 

値得注意的是，由祀对性原理可以推断相互怍用的傳播速度 
在所有慣性参考系統中都是一样的。因此，相互作用的傳播速度 
是一个普适常数。 

以后們 我将要証明，这个恒定速度就是光在眞空中的連度。 
我們通常用字母 c 来代表光速，而根据最近的測量，其馗等于 

c = 2.9977 6 X lO 10 H 米/秒。 (1-1) 

这个速度很岛 ， 就説明了經典力学实际上在火多数情况下是 
十分准确的。我們有机会遇着的各种連度通常都比光速小得多， 




^ 1-1 扣¥ 怍州的薄播速淺 3 

因之，我們眼設光速为无限火，实上幷不影响結娘的准确性。 

把相对性原理冋杞互怍 m 傅播速度的有限性联合起来就是爱 
因斯坦的相对性原理 (: 爱因斯坦在1905年提出这个原理 ）, 它不同 
于伽利略的相对性原理，伽利略的相对性原理是以相 S 作 用的溥 
播速度是无限大为出發点的. 

以爱 因斯讥 的 相对性 原理 c 以后我們_通常 m 祢它为相对性原 
理）为基础的力学，称为相对性力学。在極限情形下，当运动物体 
的速度比光速小很多时，我們就可以略去 w 播速度的有限性对于 
这动的影响。这样一来，相对性力学就变为普通的力学了，普通的 
力学是根掘相互作 ；!] 是瞬息傳播这一股定的；这种力学称为牛頓 
力学或經典力学、在桕对椎力学的公式中，在形式上使 c — oo , 就 
可由相对性力学过渡到經典力学。 

在經典力学中，距离已緙是相对的，就是説，不同事件的空間 
关系每为描述所用的参考系統有关。所以，說两件不同时的事件 
發生在空間同一点上(或 齐史广 泛一呰，說两件不同时的事件發生 
在彼此間有一定离距的阴点上），只冇告我們指明了我們所用的是 
那一种参考系統时才有意义。 

反之，在經典力学中，时問是絕对的，換句話説，睱定时間的特 
性与 参考系 統无关，对所有参考系統来説，时問只有一个。这就是 
說，假如对于某一个观察者来說，有两个現象是同时發生的，那么， 
对所有其他現察者来說，这两个現象也是同时發生的。总之，两个 
袷定事件發生的时間問隔在 一叻参 考系骑中必須一样。 

然而，很容易証明，絕对时問的观念是与爱因斯坦的相对性原 
理完全冲突的。为/說明这一点，我們只須回忆一下，在以絕对时 
間的射念为基础的經典力学中，如所周知的速度合成的法則是有 
效的。按照这个法則，复杂运动的合速度簡苹地等亍組成这个运勐 
的各个速度的矢量和。这个法則旣然是普遍适用的，就应該可以 
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应用于相互作用的傳播。由此可以推出，傳播速度在不同的慣性 
参考系 統中必定是不同的，这就与相对性原理冲突 r 。 但是，实 
驗完全証实了桕对性原理。在1881年迈克尔孙邑次■量的結果 
証明，光速与其傳播方向幷无 关系; 然而，按照經典力学，光速在与 
地球运动方向相同的方向上，应該比在与地球运动方向相反的方 
向上为小。 

因此，相对性原理导出一个結果，卽时間不是絕对的。在不同 
的参考系統中，时間所經过的間隔也是不同的。所以，两件不同的 
事件中間有一定的时間間隔这一句話， 仅在肖 定地搰明了所应用 
的是那一种参考系統的情况下，才有意义可言。特別是，在某一个 
参考系統內同时發生的事件，对另一个参考系統来說幷不是同时 
的。 

为了弄淸楚这个覌念，我們先考虑下面的簡單例子。我們来 
硏究两个慣性参考系統&及 V ，其坐标軸分別为 駡& 

而 y 則相对于&沿 
x 和^軸向右运动 
C 圖 i - i )。 

設信号从 T 軸 
1：某一点4向两个相 
反的方向發出。旣然 
信号在^系統中的 
傳播連度， i £ 如在所 
有慣性系統中一样、 
在两个方向上都等于^那么，它就会同时到达与 d 等距离的两点 
s 及 （；( 在 p 系統里)。但是，很显然地，同样的阅事件 （: 信号到 
达 s 及 c 两点 ）， 对亍在 a 系統內的覌察者来説，絕不是同时的。实 
际上，按照相对性原理，信号相对于夂系統的連度也等于 C ， 幷且 


Z Z ， 





因为 S 点对于 K 系統 Iffit 是对着向它發出的恬号移动，而 C 点則 
背离（由 j 向 e 發出的）信号移动，所以在 K 系統中，信号到达3点 
要比到达 C 点为砵。 

因此，爱因斯坦的相对性原理使基本物理覌念發生了極深刻 
的和根本的改变。由我們日常生活經驗所导出的空問和时間的晛 
念，仅仅是近似的，因为我們日常生活所遇到的速度，都比光速小 


S 2. 間隔 

以后我們常常要用 :: 事 ff ” 这一覌念。一个 “事件 ”是由其發生 
的地点及其發生的时間来决定的。因此，在妬一粒子上所發生的 
事件可巾粒子的三个坐杬及事件發生的时間来决定。 

为/表現便利起見 r 我們利用一个虛构的四度空間常常是有 
益的，在这个四度空問的四个軸上安置三个位标及一 个时标 。在 
这个空間內，事件 可用点 来代表，这个点称为“世界点”。在这个 
虛构四度空間內，对于毎一个粒子来說，都有一条綫，称为“阯界 
綫”。这条綫上的各点决定粒子在所有时間的 位标， m 容易証明， 
与一个怍勻速直綫运动的粒子相对应的世界綫是一条直綫。 

現在我們用数学形式来表示光速不变原理。为此，我們#虑 
两个彼此以恒定的速度作相对运动的参考系統 I 这时我 

們选擇 A 軸与 f 軸叠合，而 r 和名軸則分別与 1" 和 F 軸平行, 
幷以 t 和 f 分別表示在 W 和，参考系統内的时間。 

設第一个事件是，从在 X 系統內的 G 时刻具有坐标、九 h 
(:在 同一系統中〕的点以光速向外傅播的信号。我們就在 K 系統內 
現察这个信号的傳播。再設第二个事件是，信号在 Q 时刻，到达 
Ah ， y 八' 信号傳播的速度旣然娃 c ， 所以它所經过的距离就是 
另一方间，这同一个鉅离 又等丁 [(%— — 
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— h ) 2 + ( h — h ) £ p D 因此，我們可以写出瓦系統內两个事件的 
坐标的如下关系： 

(A — A) 2 + ( 汉 s — 汉 I) 2 +(^s — ^i) E — 。 2 〔匕一 ^i) 2 =0, ( 1-2 ) 

同样两个事件，卽倍号的傳播,也可以在^系統內覌察到。 

設第一个事件在疋內的坐标为<，<;，而第二个事件 
則为夂按照光速不变的原理， m 号傳播的速度在 p 
系統內与在火系統內相同，所以我們得到与 （1-2) 式相似的方程 

(4 一 W〕 2 + (W —yO 2 + (4-4) 2 -f(n-yy = 0. (1-3) 
假如％ 办气 G 及％於，％ G 是任何两个事件的坐标，則 
^J2 = ll^(f s -( 1 )2 —(ar 1 -^ 1 )2_(t^ a _^ 1 )2^( s ； s _i ； 1 )2-j^ (1-4) 

称为这两个事件的問隔。 

因此，由光速不变的原理，我捫可以断定，假如两个事件的間 
隔 在某- 个坐标系統内为零，那么，它在所有其他系統內均为零。 

如果两个事件彼此无限地接近，那么，其間隔心将滿足下面 
的方程： 

ds 2 = c 2 dt 2 — dy 2 - dz 2 ^ ( 1 - 5 ) 

为了数学上的便利，为 r 使我們的方程具有更对称的形式 
起見，我們以后将常常用另外一个变数 T 来代替*，联系 T 与 < 的 
关系式是 

T^ict, (1-6) 

这样一来， 

s ?a = — [Ch — 疋 1) 3 十（於 _ 汉 1) S + ( S S 一 h^ + CT^ — Ti) 3 ] ，（ 1-7) 

一 （ da ; 2 + t ^ 2 十 心 2 十 dp). ( 1 — 8 ) 

按照上面的推导，我們在虛构的四度空間的軸上将不安置 A 
y ，芑， t ， 而安廣 A % T 。 很容具看出， — s ?2 4以解釋为在述个空 
問的构点 h i / i ， h 及％心％ 的距离的平方，而 — d 於 <以 
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一 • .... . _♦ . - — I. ....... | __ . _ 

解釋为綫元的平方 

上固已經証明，如果心在某一慣性系統内为零，則祝在另一 
系統內也是零。此外，心与为同阶的两个无穷小量。 由以上 
两个情况可以得出結論，&与&彼此必須成 比例： 

ds = a ds* f 

而且其中系数 a 仅与两个慣性系統的相对速度的絕对値有关。系 
数《不可能与位标威时間有关系，否則，空間的不同点及时間的不 
同时刻就不等价广，这是与时間及空間的均勻性相矛盾的。系数 
«也不 叫能与 慣性系統的相对速度的方向有关，因为这就与空間 
的各向同性的性質相矛盾了 3 由于第一系統对于第二系铳的 ffl 对 
运动的速度 a 然与第二系統对于第一系統的相对运动的速度相 

问，因此，根据写的同样理由，我們也可以写 

ds* =a ds 。 

将 ds ^ aW 代人 ds ，= a h ， 則得 M = 卽为了从两个 
値中选擇一个，我們应注意，《只可以永远等于+1,或永远等于 
- lo 假如眞的对于某些速度为+1,而对于另外某些速度 
为-1，那么，就一定有些速度存在，与这些速度相应的十)是在 
+ 1与一 1之間 t 而这是不可能的„旣然如此，那么 a 就应該永远 
为+1，因为恒等式心是变換式 = a 心的一个特例，其中 
^= + 1,由^阄接可得，对有限間隔求說 〆 

因此，我們得到-个很重要的 結論： 两个事件的間隔在所有 
慣性参考系統里都是一样的，卽当由一个慣性参考系統变換到任 
何另一个慣性参考系統时，它是不变的。这种不变式也就是光速 
不变的数学表示。 

再次假設 h ， G 及叫，九4是在某一个参考系統火 


①由二次式 （1-6) 或 (1-8) 所决定的四度几何 t 是明考夫斯述闶相对諦而分 
紹的。 



第-•宰相对性原珲 


内的两个車件的坐标。我們要問，是否有一个参考系統 P 存在， 
在其中两 个毐件 在同一空間点 發生？ 

我們采用下面的符号： 

亡 a — C 浓2 —疋 I ) 2 — 汉1) 2 + (:亡'" 1 ) z== ^ fs * 

于足，在&系統內，事件与事件之間的間 隔是： 

- ’1， 

而在 V 系統內則是： 

幷且因为間隔是不变式，所 a 

JS — I | — ^ ll* 

我們要求两个事件在 P 系統中的同一点發生，卽要求= 这 
时 

' c3 ^S — ^ 1 5 1^0, 

因之，如果 d s >0, 卽如杲两个事件的間隔是实数的話，刖具官我 
們所要求的特性的参考系統是存驻的。实数間隔称为类时間隔 
因此,若两个事件的間隔是类时的.那么就有这样一个参考系 
統存在，在其中两个事件發生于同一地点。在这个系統内，这两个 
事件的时間間隔等于 

；^ = JL V cHU-iU = - 1 - - (1-9) 

C C 

若任何两个 事汁在 同一物体上發生，那么，它們的間隔将永为 
类时的。事实上，因为物体运动的速度不可能大于 q 所以在两个 
事件之間，物体所行走的距离不可能大于化 4 ,因此我們永远有 

現在我們再問，我們能否找到一个参考系統，在其中，两个事 
件会同时發生。同上固一样，我們在 A 及 W 两个系統中有- 

我們要求 《U = 0, 从而 




§ 1 - 2 間隔 
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一 

因之，仅当两个事件的間隔是虛数的情况时，我們才4以找到所要 
求的参考系梳。虛数問隔称为类空 間隔。 

因此,若两个事件的間隔是类空的，那么就杳一个参考系統存 
在，在其中，两个事件同时發尘。在这个系統中發生这两个事件的 
两点間的距离等于 

^ Is ^ ^ ^ 1 ^ ^12 ™ * 〔 1 _ 10.) 

将問隔分为类空間隔及类时間隔是一个絶对覌念，因为間隔 
是不变式。这就是説，〜个問隔的类空性成类时性与参考系統尤 
关。 

取某—个事件 o 乍为时間及空間坐标的計算起点。換句話 
說，其軸上安置 A * 的四度坐标系統中，事件 o 的世界点就是 

生标的原点。現在我們来研究所有其他事件对于本事件的关系。 
为 T 叫显起見，我們只考虑一皮空間与时問，幷将它們安置在園 i 

的两个軸上。一个当 （= 0 时經过—点粒子的勻速直轺 
运动，可以用一条直綫来代表，这条直綫經过〃点，与£軸成一角， 
此角的正切等于粒下的速度。因为最大 
可能的速度是所以这条直綫与 〖軸所 
成之角也有一 1 个最火値。圖1 _ 2中有两 
条直綫，代表两个信号經过事件 Q (卽当 
H 时經过 ； z = 0) 以尤速向相反两个方 
向的傅播。所有代表粒子运动的直綫只 
能在 a &及 两个 g 域內 e 显然，在 
直綫 M 及 d 上，士咆我們先研究 
那些事件，它們的世界点是在 aO c 区域 
內…很容易理解，在这个区域內的所有的点， c 叩一 換一 

句話說，在这个区域内的任何事件与^>事件的間隔是类时的,，在 


1 

t 

1 

\ 矩对 

\ 

7 


/ 綱 


\isll 

/ 艳对 

4 

2 tA 

f 
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第一窣相对性原理 


这个区域內 t > 0 , 卽在这个区域内所有的事件都發生在0 事件之 
后。但是两个事件若 被炎时 間隔所分开，无論在那一个参考系統内 
都不可能同时發生。所以，不可能找到一个参考系統，在这个系統 
中， aOc 区域的任何事件会在事件 o 之"前〃發生， 卽在； <0时發 
生。因此，在 aOc 区域内的 昕有車 件对0来說在任何参考系統中都 
是未来的事件。所以，这个区域对事件 f > 来説可称为“挹对 未来' 

完全类似地，所有在区域內的事件对0來說都是“絕对 
过去”，卽本区域的事件，无論在任何参考系铳中都在0事件前發 
生。 

最后，再坍究^ ^及力 6两个区域。本区域內的任何事件与 
C 亊件的間隔都是类空的,.这呰亊件在任何参考系統中發土在空 
問里的不同点。因之，这些区域对于0米說都可称为“絕对远 
离' 但是，关于这些事件的“ 同时' “較早”及 “較晚 ”等观念都是 
相对的。对这些区城內的任何事件来說,有一些参考系統存在，在 
这些系統中，此事件在0事件后 發生； 也有一狴参考系統存在，在 
这些系統中，此事件在 O 事件前發生；最后也有…个参考系統存 
在，在这个系統中，此事件与0事件同 M 發生。 

我們嬰注意，如果考虑所有三个空間坐标軸，而不只考虑一个 
空間坐标軸，那么，代替圖 1-2 屮的两条相交的綫，我們将有一个 
“ W 錐体” ^ + (在四度空間坐标系統內， 汲 u，t 

为其軸〕，圓錐体的軸与 f 軸簦合。这个圓錐体称为“光錐' 这时， 
絕对未米与絕对过去就由錐体的两个內 E 域来代表。 

两个事件仅仅在其間隔是类时問隔的情况下，才彼此有因果 
关系；这可由相瓦作用的溥播速度不能大于光速这一事实直接推 
出来。如戎們剛才已綏看到的， 正 是对这些事件来說，“較早 77 与 
"較 晚”等观念才有絕对意义，而这一点又是使因果覌念具有意义 
的必要条件。 




势 1-丄 固有时 


假設在某一个慣性参考系統内，我們覌察一些鐘，这些鐘怊对 
于我們可作任意搭式的运动。在各个不同的瞬問，我們可以認为 
这种运动是勻連的。.因此，在汚:-瞬間，我們可以弓 I 用一个 与运动 
的鐘有固定联系的坐标系統，这个坐系統和鐘在一起也是一个 
惯怦参考系統。 

在一个无限小的时問間隔心（根据在我們崢止坐标系統內的 
鐘）內，运动的鐘所行忐的距离层 + 我們要問，这 

时，运动的鐘所指示的时間問隔 心 '又 如何？ 在与运动的鐘相联系 
的坐标系統內，鐘是靜止的 ， m dx ^ dy ^ d ^^ o . 因为間隔是不 
变的，所 a 

= dt^ - 祝 一 dyt — d-^ = ^ dt' 

由此可得 dt 1 =包=丄 〆 Wdi ^- dx ^ dy ^ U 

c c 



( x - ii ) 


将上式积分，我們可以得到，当靜止的鐘所行走的时問为 h — h 

时，运动的鐘所指示的时間間隔足 

/ 

__ _- 

J dt \ (1-12) 

随着某一給定物体一 I 司运动的鐘所指示的时間，称为該物体 




V 2 第- 草相对性原理 _ 

的“固乜时問' 公式（卜1_1)及 (1-12) 是将固有时間逋过观察运动 
的参考系統的时間表示出来、 

由 C 1- U ) 及 C 1-12) 可見，一个运动物体的固有时間永远較在 
靜止系統內的相对应的时間間隔为小。換句話説，运动的鐘較靜 
[I 二的鐘走得慢些。 

假設有些鐘相对于某一慣性参考系統 K 作勻速直綫运动。一 
个 N 这些錡紧违着的参考系統 P 也是惯性系統，从一个 X 系統 
內的覌察者来肴， f 系統內的鐘都落后 K 过来說，从 P 系統 
內的覌赛者来看，/系統内的鐘都落后了。为「使我們相信，这是 
不# 盾的，可以注意下间的事实、为了确定&系統内的一些鐘落 
后丁系統內的一些鐘，我們必須按下述的方法去作。睱設在某 
一瞬軋 A 〃内的一个鐘經过 &內的 —个鐘的旁边而在这一瞬間，两 
个鐘所指示的 IM 問忪好一样。为了比 較&及 P 內的肫个鐘的快 
慢，我們必須再一次将那些在 P 內运动的鐘的讚数勾 K 内的些 
鐘的澉数作一比較。在新的瞬間，运动的鐄将从 A 内的力 一些鐘 
旁边經过，現在我們就将运动的鐘与那些鐘比較。卽这时我們發 
現， W 内的錡比借以比較的;:內的錨落后 . 由此可见，为了比較 
两个参考系統内的鐘的快慢，我們需要在一个系統内有儿个鐘，而 
在労一个系統内有一个鐘。丙此这种过程对这两个系統来説，幷 
不是对称的。 同労 一参考系統內不同的-些 M 相比較的那一个鐘 
总足落后的鐘。 

睱設我們有两个鐘，其中之一描繪一閉合曲綫，又回到出發点 
C 卽錚止的鐘所在之点 ）， 显然运动的鐘落后了 (与 靜止的鐘相比〕。 
相反的推淪，卽設想运动的錡是靜止的（而靜止的鐘避运动的）， 
現在姓不可能的，因为那个筛旣然描袷了一个閉合曲綫，它的运动 
就不是勻速直綫运动，囚而与之相連的参衿系統就不是慣性的。 
因为自然定律 R 有在不同的慣性系統内才是 一 样的，勾靜止的 



—_____ 一—」 络 a 茲变 換 __ 一 

鐘相連的系統 C 慣性系統)及与运动的鐘相連的系統（非慣性系統) 
具有不同的特性，因而导致靜止的鐘应当是落后的这个結論的論 
断就不对 r 。 

—个鐘所指示的时間間隔等于沿着鐘的世界綫而取的积分 
& 

T j ds , 假如鐘是靜止的，則显然它的世界綫是一条直綫幷朽 f 

a 

軸平行; M 如 鐘在閉 合路徑上作非勻連运动而且又回到出發点，那 
么，它的世界綫就是一条曲綫，这条曲綫經过靜止鐘的直的世界綫 
的两点，这两点与运动的幵始及終止相对应。另一方闻，我們看 
到，靜止的鐘所指示的时間問隔永远較运动的鐘所指示的为大= 

b 

因此，我們得到一个結論，在两个世界点間所取的积分 f 心，如果 

a 

是沿着連接这两点的底的 tt 界綫而积分（当然，〃及&两个世界点 
的間隔必須是类时的，否則积分就是 a 数了），則有最大値 

U -4. 洛倫茲变携 

我們現在的目的是要找出，从一个惯性系統到另一小愼性系 
統的变換公式 T 根据这个公式，当某一个事件在瓦系統內的坐标 
W , <为已知时，就可以找到同一事件在另一个慣性系铳&內 
的坐标<，式 C 

在經典力学中，这个問題的解决是很簡單的。由于时間的絕 
对性，我們有其次，膜若坐标軸的取法和通常一样 C 卽 
两軸叠合， A z 分別与 A r 軸平行，运动是沿着 x，x' 軸〕，那么 
很明显， L 3就等于〆，< 而$与/則相差一个距离，卽一个系統 


①积分 J " 心的梓性是，坐标之一 I 是虚数若四个坐标都是实数，那么 


当然，“沿送个 I 较將冇最小値。 
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第 -* 旱柑对忏原瑾 


对 J •另一系統所行走的距离。假如两个坐标系統叠合的时刻被取 
为时間的原点，幷陧設&系統对丁 A 系統的相对运动的速度为 
匕那么 ，这个距离就是7~所以， 

x f = x ^ Vt y y r = y f z f = z } t f ^ t . (1-13) 

这些公式称为伽利略变換。很容易証明，这个变換式，如我們所預 
料的一样，不能滿足相对論的 要求; 这个变換式不能使事件与事件 
的問隔不变。 

我們将求出相对論的变換公式，这些变換公式恰好朵根据那 
个事件問的間隔不变的要求的。 

如果我們为 r®Ta 后的叙述利用量那么，正如在 
§ 1-2 里所看到的二事件間的間隔可以認为是在四度空間內的相 
对应的两个世界点間的距离。因此我們可以說，所要求的变換，必 
須是使所有在四度空間 A 〃， A t 内的距离不变的变換。但是这些 
变渙仅仅包含坐标系統的平行移动与旋轉。其屮，我們对 于坐标 
軸对自己作平行移动幷无兴趣，因为这不过是将空間坐标的原点 
移动一下，幷将时閒的参考点改变一下而已。所以，所要求的变 
換，在数学上应当表示为四度坐标系統 A & h t 的旋轉。 

四度空間内的一切旋轉，可以分解为六个分別在六个平面 
yz , T Vj 內的旋轉（正如在三度空問內的一切旋轉可 

以分解为三个分別在叫， W 三个平面內的旋轉一样)。其中， 
前三个旋轉仅仅变換空間坐标，它們和通常的空問旋轉相当。 

我們硏究在 M 平面內的旋轉，这时 汉与 S 坐标是不变的。若 

必为旋轉角，那么，新旧坐标的关系就由以下二式 决定： 

as = as 1 cjos 0 — r f siu ib ,) 

丨 （1-14) 

r = ^ sill i/r+r 1 <?os ) 

i 我們現在要找出那个由一个慣性参考系統 £到 另外一个慣性 
系統 V 的变換公式，&以速度 F 沿 X 軸对 A 怍相对运动。在这 



§ 1 - 4 络倫茲变換 


lb 


个情况下，显然只有空間坐标 * 与时問 T 發生变化。所以这个变 
渙必須有 （1-14) 的形式。現在只剎下决定旋轉角0的問題，而屮 
又仅与相对連度「有关①。 

我們来硏究参考坐标系統 f 的原点在&内的运动。这时 
/ = 0,而公式 （1-14) 可写成 

—T* sill l/i, COS l/r, 


相除可得 


tim 



但 r = 而 a/f 显然足 f 对欠的 速度 t 因此 , 


由之得 


sin tff — 


t— 


/ 二 5 


tan 小二 i I-. 
c 


COS 0 -•- 


代入 〔 1 - 14 )， 得: 


x 






V 


x 


y = V\ z = z\ r 


c 




再将 m ， r^ice 代入，最后得 

汐 + F〆 






^ -h v -^ 

， y ， 多=»’， -—=--_ r -. ( 1 - 15 ) 

这就是所要求的变換公式。它們被称为洛倫茲变換式，是今后討 
論的基础。 

用 m f 来表示< ?/，< V 的倒置的公式只須以一 F 代替 
y 便得，因为 k 系統以速度 一 k 相对 f 运动。这些表示< 〆 ， 


①注意，为了遊免弄湓，以后永远用 r 表示两个憤性坐标相对运动的恒定速度, 
用 U 表示質点运动的速茂> V 丼不必須为常数 4 



笫一窣 tR 对性原理 


d 的公式可直接求解方程式:： W 5〕 而得 

由 （1-15) 式很容易替出，作向經典力学的極限辻渡 C 4 oo , 洛 
偷茲变換事实丄就过渡到伽利略变換1% 

^ V > c 时， （1-15) 式中的^^变成 虛数； 这与运动速度不可 
能大于光 速的® 实 符合， 此外，我們也不可以用一个以光速运动 
的参考系統，因为在这沖情形下， （1-15) 式的分母将为零。 

当7比光連小很多时， 我們可 玖卬下面的近似公式代替 （1- 

15)： 

方 =^ + T T z. y = y\ z= z% ； = + ^ ( 1 - 16 ) 


假設在 X 系統内有一根平行于 X 軸的靜比的抿子。睱定它在 
K 系統內測定的長度为 一 々〔A 及心为 棍了二 端在 k 系 
統內的坐标X我們视住来求出这个棍子在&系統內的 M 度。为 
了这个目的，我們需要在同一瞬間 v 找出根-户两端在&内的坐标 
<及<。由 （1 - 15) 我們得到 




棍子在 f 内的長度是 A /二 W —<;由叫成去^1,得 


i /i： 5 


棍子的“固有提度"娃它在相对它为靜止的參考系統內的長 
度。^ 代表这个固有長度，以/代表它在任何其他#考 

系統 f 內的長度。那么， 

厂 - yz 

/ = 1—7, (1-17) 

因此，一根棍子在它是靜止的那个#考系統内最畏。在它是 
以速度 7 运动的那个参考系統内，它的長度就要减少到 pi 一 y 






倍。相对論的这个結果称为洛倫茲收縮。 

因为物体的横向尺度（如寬及高)都不因运动而变，所以它的 
体积也按照相似的公式而收縮，卽 


i/ K 3 


(H8) 


其中代表物体的固有体积”： 

由洛倫茲变換，我們还可以得到我們巳經知道的有关固有时 
間（§卜3)的結果。假設在 P 系統内有一个靜止的我們睱定 
有两个事件發生在 f 內同一空間点< ?/，<在 V 內这两事件 
之間的时間为—現在我們要找出，在 K 系統內，同样 
的两事件之間的时間由〔1-15〕得 


古；+ 
—-- - 


V 卜 S 




桕减則得 


f 2 — = 


这一公式与公式 (1-11) 完全符合3 


S1-5. 速度时变挨 

在上节中，我們求得一些公式，用这些公式，我們能够从一个 
事件在一个参考系統內的坐标找出同一事件在第二个参考系統內 
的坐标。現在我們要求出一个公式，用以表示一个粒子在一个参 
考系統內的速度与其在第二个参考系統內的速度之間的关系。 

我們再一攻假定 P 系統对 X 系統以速度 F 沿 X 軸相对运动。 
設为粒子在系統 £ 內的速度的分量，而4 =心7^^为 
同一粒子在 系統& 內的速度的分量。油（1-15)，得 
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第一聿扣对性原理 


= ^ V 卞 f dy = dy\ di 

1 /卜 12 


— dx * 


c 2 


1一 


f 2 


用第四个方程除前三个，則得 


dx_ dx f -h V dt f dy 
= dt 


dyyi 




V 

dt 1 + -•- dx 1 
e 2 


dz 
9 di 


dz f 




y ， 
di* + dx f 

js«2 


用^除上面三个方程的右边的分子与分母，則得 


O J 7 


Vy, = —^ 




1 + 4 


1 + < 


V 


V. 


4’ 1 - S 


1+ W - 


V 


(1-19) 


C 2 


这呰公式就决定了速度的变換它們娃祀对論圼的速度合成的規 
律1在極限情形下，卽〜时 7 它們就变为經典力学里的公 式： 

V £ ^V^, + t 7 ? 

在粒子沿 x 軸运动的特殊情况下， V , v T j = v e = 0 o 那么， 


V + F 



( 1 - 20 ) 


很容易証实，如果两个速度各小于或等于光速，其合成連度， 
根据这个公式，也不会大于尤速。 

假如速度 F 比光速 c 小很多可以是任意的），我們将近似 
地 c 准确到 fa 的項，卽略去 y 2 !^ 以上的項)得到 

+F(l 一¥)， Vj ,= vl-v^ f v Z. f Vss = v ； -v r x v^^ 

禳我們 这样来选擇坐标軸，使粒子的速度在給定瞬間是在 
灯 平面九这时粒子在 X 系統內的速度的分址是 h = 




1 -G 四度矢轚: 


T9 


v tJ ^=v sin 0 ^ 而在 . K ’ 内則为 K = v } cos 6 \ v ^ = ^* sin 8 f (^ v } v l 为速 
度在 K 及 K '內的絕 对値; & 为速度与 X 軸及 I 軸所夹之角）。 
用 （1-19) 式，則得 


v r y 1 —^ sin o * 

Urn 0^ — t — (1-21) 
v f eos 8 r -^V 

这个公式决定 f 速度的方向从一个参考系統变換到另一个# 
考系統时的改变。 

讓我們来詳尽地硏究这个公式的…个重要特例，卽光由一个 
参考系統变換到另一个参考系統时的偏差，卽所謂光行差現象。 
在这种倩形下 = ~ 因而上式化为 


tan 0 


+ cioa 6* 


sin Q\ 


Cl -22) 


由同一变換公式 （ W 9)， 用相似的方法，很容易得到 

-a 十 I 

sin 0 — -—~~ sin 0 \ c<>3 0 ^ ― --— - —. 

1+1 - eos 0 l 1 + 上 cos 0 f 


(1-23) 


如果 y <^ c , 由上面的公式我們 < 以得到准确到数量級为 T7c 


的項的公式如下: 


sin O — sm 9* 


sin 9 r cjds 


若弓 1 用—吖尤菪角），我們就得到冋級的近似公式 


A 0= sin j 9 j 
c 


(1-24) 


这就是著名的 光行芾 的基本 公式、 


§1-6, 四度矢置 

如杲用四个量作为一个事件的坐标，我們就可以跽 





20 


第一卑相对性原琿 


为％ T 是四度空間內的一个矢最的四个分踅。这四个分量的 
平方之和，卽矢量的長度的平方 W + ^ + 在四度坐标系統 
旋轉的情况下幷不改变，洛偷茲变換是四度空間坐标旋轉的一个 
特例。 

一个分量为的矢蛰 称为“ 四度矢徑”。我們 将用〜 
代表它的分量，其中〗=1，2, 3, 4,幷且 

x l = x ^ — y f — x i = r = ict m 

当我們从一个慣性参考系統变換到另…个时，卽当作洛倫茲 
变換四度矢徑的分 li 根据 C 1-15) 应当按下式 变渙： 

+ i—x \ 

^Z =X ^ X i — ’一 7=^— TZT- . ( 1 - 25) 

i/ ( 

如果四个量 為 ，為^的集合，当四度坐标系統变換时，作 
同分量〜一样的变換 t 那么，它們就称为“四度矢说”山。当作洛 
偷茲变換时， 

A [ A [ 

— 广 .- ：-—,- ， A fW ， 毛 =^ — ' (1-26) 

l/i V •,/., i 2 

P 1 -> 

四度矢量有些特性同普通矢量很相似。很容易証明，正如普 
通矢量的标积一样，两个四度矢 M : 的分 ft 之积的和 A y B ^ A t B ^ 
+小 B 3 + j 4 B 4 是一个标砭。以后我捫将用山氏来表示这种 关鼂的 
标 m , 幷且以后我們一般将認为，如果有某一个拉 r 文指虹 bk , 
那么，这就是从1到 4 取和的意思。因之，一个四度矢量的絕对値 
的平方就可用山次或表示。这种表示和的方法（取和的符号 
省去)是便利的 r 它使許多公式大大地簡化。 

以后我們用帘 ss- 文指标表冶三度空間矢量的分 m ; 希腊文指 
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标重复时，表示从1到3取的和（例如 AB = J s B a ：K 

四度矢量的前三个分称为空間 分量， 而第四个分 t 則称为 
时間分姑，正如四度矢徑一样。我們所碰到的一切四度矢鼉的时 
間分量都是虛数。我們要注意 r 因为在分量山中，奋些是虛数，所 
以可以是 TK 数，可以是負数， Hi 可以是零。 

一个二阶的四度空間張 a C 叫度張量〕可定义为十六个 t 
A ^(S * = 1，2, 3, 4) 的集合，当坐标按 

^ i ^ a i 7 x f k (1-27) 

变換刖、 A 〃作下列之变換（象坐标之积的变換一 样）： 

Aijc ^ ctir . aj . tA ^. (1-2S' 

对亍 洛倫茲 变換而豸， 



(1-29) 


滿足下面条件的張& 称为叩度的單&張 量：对 于任何一八 


矢量 A 都有 


hit A = 山， 

这个張 ft 的分量显然是 

Oil ^= \ 

ll ■若 


(1-30) 

(1^0 


由任何張最我們可以組成一个标 M = 


十」幻+这个标量称为張量的。迹〃；显然， 






第一草相对性原理 


= (1-32) 

若 = 那么，这个張量就称为对称張量，若 
那么，就称为反对称張量。在一个反对称張量中，所有对角綫上 
的分最，卽义4都是零，因为，举洌說，我們必須有 

— ^n, 

朽阶的張以可以用炎似定义二:阶張景的方&定义之。 

完全反对称四阶四度單位張邋是具存下述性質的張最 

它的分量当网个指标交換时，改变符号，因而不为零的分® 
%于士I: 由于反 对称的原故，卽使只有两个指标相同的分量都 
等于零，因而 R 有那呰四个指标完全不同的分量才不等于零 3 設 
^4=1；那么，显然所有 e — 的不为零的分 ft 将筠于+ 1，或一 1: 
至于到底朵+ 1还是一1，那就要看将抓变为1， 2. 3, 4的次 
序时所須要的互換(易位）的次数是偶数还是奇数而定。此外，很 
容易証明， e ijt；m = i!o 

对丁坐标系統的旋轉而言， 咖州 各量的特性就和張最分量的 
特性一样；但是，假若我們改变--个坐标的符号或三个坐标的符 

Mb 的分 M 幷不改变符号，因为它在所有坐标系統中都被定 
义为 * 样，而一个張敁的分量在这种情况下是必須改变符9的。所 
以严格地幷不是一个張量，而是一个所謂赝張量 。住盘 
阶的赝張 fi ：， 特別是贋标量，对于所有的坐标变換，都象張量，只有 
那些不能 [0 結为旋轉的变換是例外，卽反射——不能归結为旋轉 
的樂标符咢的改变是例外。 

假設山*是一个反对称張那么，張山 I 同赝張踅 
&称 为互为对偶的張带。总一个二阶的反对 
称赝張愿:，幷与矢量4对偶 0 一个二阶張墻巧其对阀張说的乘积 
"2 €iktmJ ^ iJ: ^ lTn 显然是一个膜标 ft。 

联系着 h 面討論，我們来提一下三度矢 * 与三度張量的一 




^ 四度矢虽 


呰类似的特性。一个三阶完全反对称單位赝張跫是这样一些量， 
的集合，当我們将任何两个指标互換时，就改变了符号。 
正如一样，除了 a 钟初 的分跫以外，所有的分量均为零。 
至丁不为零 的分; ft , 那么1;其余的显然或为+ 1，或为 一 】，至 
于到底是+1,还是一 1， 就 要看将順序％仏7变到 h 2, 3时所須 
要的5換次数为偶数或为奇数而定。 

在坐标系統反射的情况下，卽在所有三个坐标改变符号的情 
况下，普通矢量的分量也改变符号。这种欠 tt 称为極矢量。一个 
矢量的分晟假若可以用两个極矢量的矢积来表示，那么，这个欠砧 
的分 a 在坐标系統反射时不改变符号。这种矢景称为軸矢垦。一 
个極矢置同一个軸欠跫的标积，幷不是一个眞正的标置，而是一个 
赝 标量； 在坐标系統反射时，它要改变符号。軸矢跫是一个赝矢 
量，与某一个反对称張量对偶。因此，眼荇 C==Ax B 則 

其中 。 si = A 污 — 

在1度空問內，可以取体积积分、面积积分和綫积分。在四度 
空問內，相应地可能有四种类型的积分。 

1) 在四度空間内的一条曲綫上的积分；积分元素就是弧元, 
6 N 四度矢 ： fi 

2) 在四度空 W 內的一个两度面上的积分。我們知道,在三度 
空間內，两个欠踅所枸成的平行四边形在坐标平面 〜〜上 
的投影面积为^3, — 瓦；同样地，在四度空間內，两个四度矢 
鼋山与氏所构成的平行四边形，在六个坐标面 々办 上的投影面 
积，将由反对称張量 AA - AA 所决定。就持例言之，一个无穷小 
的面元，則由二阶反对称張量所决定，它的分量等于靣元在 
坐标平面上的投影面积。大家知道，在三度空間內，我們用一个与 




^ 笫一申 + n 対性哚現 

張镇对惘的矢量句^来代替張 S 作为闽元，卽 = 

4〜， df … 在儿何学 Lt 这个矢量垂 K 于面元，丼且它的絕 
对^等于阖元的面积:在四度空問内，我們不能創迆这样的一个 
矢量，但是 我們可 以造成一个与成对谰的張量町、卽 

it = df [ m . (1-33) 

在几何学上，这个張 fi 描述一个卤元，这个卤元等于幷垂直 F 
攻 U 所有在 df ， ih 上的直綫都同在 rf/u 上的直綫垂也。 

3) 在一个超曲面上，卽在一个三度簇（三度体积）上的积分。 
大家知道，在三度空間内，三个矢4 A,B, C 所构成的平行六面体 
的体积等于这三个矢量的分量所組成的三阶行列式。在四度空間 
內，三个四度矢量山、&、仏所构成的平行六芦体的投影体积（卽 
超曲面的面积)决 定亍以 下各行 列式： 

| A , Oi 

山， C \ ， 

A, B t Ct 

这些行列式构成一个三 阶張* 对于所有三个指标来它都是 
反对称的。特別說来，尤穷小的起曲卤元决定丁反对称張量 
当在超曲面上积分时取一个与張量 h 对隅的四度矢量 
dS i 作为积分元素較为方便，而 

似 h = 4 eu，tm 心 dS m (1-34) 

(很容易証明的分 量是： dS t = dS ^ r d 8 , = dS u ,^ X 在儿 
何学上，这个四度矢量的絕对値等于超曲固尤的面识，而其方向 
則垂直于該商元（卽垂直于超曲商元內的所有的直綫乂很显然, 
dydz 等于一个三度体积元仆，这就是超曲面在超平面 
% =常数上的投影。 

4 ) 在一个四度体积上的积分；积 分尤素 为四度体积元 
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dSl dx^ dx^dxi ， 


与三度空間內的积分的高斯及斯托克斯定律类似，在四度空 
間內也哼一些定理，根据这些定理，我們4以进行四度积分的瓦 
相变換」在这怏定珂中，卜_两个定理以后对我們有；在一个 
閉合的超曲 ES 上的积分，可以变換成为一个在駭面內的四度体积 
上的积分，变換的方法就足用算符 


d ^ Si—dSl 


9 

Qsoi 


(1-35) 


代替积分元素例如，对于矢量山的积分，我們有 

^AidSi = 孤， 

这个定理®_是高斯定理的推广。 

在一个普逋曲面上的积分可以变換成为該曲面所 “包圍 ”的起 
曲面上的积分，只須用算符 


奶 〆 | 卜去-必 0^0) 

代替积分元素 df *, 就行了。 

例如，对于反对称張量山的积分采說，我們有 

卜咕 « “嘴)=1机尝. 

为了完备起見，我們在此也引用一个变換 規則， 用这个規刖， 
可以将一个在四度空問內的一条閉合曲綫丄的积分，变換成为一 
个在曲面上的积分，这个曲面为閉合曲綫所 包圍； 这可用以下的替 
換来 实現： 

(1-37) 

办 k 

例如,对于一个矢量的积分来說， 

《々如 = J 私 ( 詩= II 咖(詩-給)， （ 1-38 ) 

.这是斯托克斯定理的推广。 
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筇一亨相对住原理 


% 1 - 7 . 四度速度与四度加速度 

由普通的三度速度欠凰，我們可以造一个四度矢量。一个粒 
子的四度速度是矢 a 

恥=智. C1 ，) 

为了求出它的分 M ， 我們应注总，根据 （ pn) f 

ds ^ cdt \ 1 一 
其中 t 为粒子的普通三度速度。因此， 

dx 1 dsGi 


Wi 


V^t 


cdt y ^- v - 2 


C】/l 一 




我們用同样的方法来求《 3 ,叫,〜，轱果我們得到: 

tr . i 


Wet 


1- 


«j2 


A 




(1-40) 


孑 y x ^ 

应該注意，四度速度是-个无量綱的 li :。 

四度速度的分量幷不彼此独立。注意到， ^ f = 一糾，我們有 

w 卜 一1. (1-41) 

所以，就几何意义言之，我們可以說 ，叫是 一个四度單位矢量。 
一个粒子的四度加速度是矢量 

dui 




ds 


(1-42) 


利用 （1-40) 及（1-41)，我們求得它的分量 




吖 1 - : 


A 

dt 


V. 


V 1 


访 4 


1 一 


— i _ 
7 


1 — 


V 2 


(1-43) 



微分 （1-41)， 得 
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Cl-44) 


有--个以速度迗动茗。有一个參夸系故，种子在这个參考系統中在耠 
定瞬間是靜 土的 ，当： （ a ) V 仅仅改变力向的时候； （ b ) V 仅仅改交大小的时咬，求粒子 
在这个#考系統中的加速度 

m ： 在所指出的参#系統中的空問分董等于^| -^j ^ 

苹。钕 WI / C ^ W ^- MSr 是一个転钍，所以 < 在其他泰考弟統中也等于 ^ ihK . 
用上_的給果，幷 訏穿 :叫,在 O ) 惝形 中我捫 得： 


U 3 ^7 


在 ( b 〕 情釤中我 們得: 


x 1 di 卜 


睡 




第二章相对論力学 

§2 L 相对諭中的基本粒子 

在經典力学中， 可以 引用剛休覌念，所詗剛体，就足在任何情 
况下都不發生形变的物休。住 fg 对諭中，剛体应 s 相应池被理解 
为这样一些物体，在它們为靜 ih 的那个参考系統中，它們所有的尺 
寸保持不变。但是，很存易看出，在相对論中 T 剛休的存在一般是 
不可 能的。 

我們来硏究，比方說，一个嬈 a 自己的軸旋轉的圓盘，假設它 
是_体。与圓盘紧联 a 的参考 系統显 然不 是慣性 系統。但是，对 
于圆盘的每-个不大的元尜都可以引用一个 m 性参考系統 ， rm 
惯性系統內，这个元素在給定瞬間是靜止 的; 对于网盘上有不同速 
度的不同的元素，这些®性系統当然是不同的。現在踱我們来考 
察沿盘的某一半徑分布的一系列綫元。因为圓盘是剛体 ，隨每 
一段的長度在与該段的相应的 m 性参考系統中，仍旧同圓盘在靜 
止时 K 段的長度一桦。因为每一段都箠芮于它自己的速度，因而 
在这种情况下就沒有洛愉茲收縮，所以，一个靜止的观*济，当圓 
盘的半徑从他旁边扫过时 ，所设 出的綫段長度，与阆盘在靜止时所 
量出的一样。因此，靜止覌察者所测堡出来的半徑的总長（等于組 
成它的各段之和）同圆盘靜止 时所站 得的一样。另一方面,在給定 
瞬問，圓盘園周上从靜止覌察者旁边經过的每 一元 素都耍發半洛 
谕茲收縮，所以整个圆周（卽靜止的硯察者所測出的各段敁度的 
和）之長将比較錚止圓盘的圆周之長为小。因之，我們得到一个結 

C 雄〕 
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論，因为圓盘旋轉的原故，圓周与半徑之比 (:靜止的 观察者所測得 
的結果）必定改变，而不等于这样荒謬的結果証明，实上 M 
盘不可能是刚体，而当旋轉时，圓盘必然發生 f 复杂的形变，这种 
形变与制成阖盘的物質的弾性有关。 

我們还可以用另外一个方法来証明剛体娃不可能存在的。假 
設一外力作用于某一同体的某一点上，使这个物体运动。如果这 
个物体是剛体，那么，它的所旮各点必定与外力的一点同时运 
动，否則物体就要变形 r 。 但是根据扣对掄，这姑不可能的，因为 
力的作月是以有限速度从受力作用的点傅到另外的点，因而所有 
的点不 可能同 时开始运动。 

从这些紂論，我們得出关于所謂基本粒子的一些結論。基本 
粒子就是这#的一个 粒于， 您在所有物理現象屮，只能表現为一个 
整体，卽談它的部分是沒奋意义的。換句話說，只要把一个基本粒 
子看作一个整体，丼給出它的位置与速度，它的情况就完全确定 
了。很明显，趿如一个基本粒予具冇有限的尺寸，那么，它必然不能 
变形，因为变形的覌念与物体的各个部分存独.立运动的可能性相 
联系若 n 但是，我們刚才已經看到，相对論指出剛体是不可能存在 
的。因 Z , 我們得到一小重要的 結論: 基本粒子不可能具有有限尺 
寸，而应当把它当作一个儿何点。 

§2- 2. 最小作用盪原理 

为了硏究粒子的运动，我們将从最小作用钻原理出發。大家 
知道，最小作用量原理 是説对 于每一个力学体系，有一个叫做作 
用量的积分 S 存在，这个积分对于实际运动有戢小値，因此它的变 
分为零① 

Q ：- 严枋 n 十作用 t 原理断沾，积分 s 仅仅対于小的积分区間才应当是最 
小値。对千任总枭度的识分区間， u 從断定枳分 s 有棰端値 7 幷非必須有最小値。 




第二卑相对詒力学 


为了决定对于一个自由粒子(一个不在外力影响下的粒子）的 
作用量积分，我們要注意这个积分必定与惯性参考系铳的选擇无 
关，这就是説，它对于洛倫茲变換必须是一个不变量。由此可知， 
它必定娃一个标 S 雨数。此外，很明显地，被积分的幽数必須是一 
个一阶微分。但是对于一个自由粒子，我們所能造出的唯办 J 这 
种标量，仅 a 足間隔心，或其中 a 是某一常数。这样一来，对 
于一个自由粒子，作用量积分必須取下靣的形式： 

b 

S = — a ^ ds f 

a 

b 

其中 j 表示沿着粒子在两个特定事件間的世界綫的积分，这两个 

a 

特定事件就是粒子在 G 瞬間到达初位《和在 4 瞬間到达末位置， 

b 

也就是説， f 是沿着两个世界点之間的卅界綫的 积分； 而^則为表 

a 

征該粒子的一个常数。很容易看出，对所有粒予来說，&必須是正 

b 

数，的确，在§ 1 - 3 节中，我們已經看到 Y 心沿着一条直的世界 

綫的値是最大;沿着一条弯曲的世界綫,^我們可以使积分任意小^ 
b 

所以，积分 j 心如果取正号，則不可能有最小値；如果取 a 号，那 

a f 

么 ，显然 ，当沿着一条直的世界綫积分时，它有最小値。 

这个怍用 ft 积分可以变为对时間的积分 s = 如所周 

知，系数 z 叫做这个力学体系的拉格朗日函数。利用 （ 1 - U ), 我們 
求得 ^ . 




§ 2-3 能釐与冲 S 


ai 


其中 t 为粒子的速度。因之，对粒子来説，拉格朗0函数是 

J 一 V 2 

Ij = \ — 


上面已經說过， c 是衷征該粒子的一个 M。 在經典力学中， 
每个粒子的特征就是它的質量我們来找 m 与 a 二觉的关系。 
这可 a 从下商的条件定出来，往作的極限过渡时，的表 
示式应当过渡到它的鸫典表示式 L ^ mv \ 其中 m 是粒子的經 

典質 ft 。 为了实現这个过渡，我們将 — =展开为 ”/ c 的幂級 
数。胳 - i 高次項以后，我們便得到 

X - -acj/l — 〜—此 + < 

r c ? 2 c ' 


我 r 知道，在拉格朗日函数中，对时問为全微商的項是不重耍 
的，因而可以从两数中略 去⑤。 任何常數都是同一常数与 i 的乘 
积的全微分；所以可以从 i 中略去。略去常数叫我們得到 
在經典力学中 ，l = m W /2 u 因之，我們必須有 a = 

所以，自由粒子的怍用 M 积分是 





(2-1) 


而拉格朗日函数是 



02 _) 


§2〜3.能量与冲童 

我們知道，矢量 P = 9 L/ 9 V^ 9 L/ 9 V 是代表一个矢量的符号, 

⑴当我捫求作用量积分 J * td (时，对时間的全黴商烚出一些与积分路徑无关 
的量，这些童在对 作用董 取变分时将棺失。 
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第二章相对論力学 


这个欠歙的分 U 为 L 对 V 的相应的分量的微分）称为粒子的冲 
量。利用 (2-2), 我們得到 

㈣ ) 

-\L ^ 

I 

对于很小的速度 O 名: <0,或的極限恃形下，上式就变为經 
典的公 = 当时，冲量 p 就变为无穷大。 

冲量对时間的导數)就是作用于粒子的力。假定 


粒子的速度仅仅改变方向，就是說，睱定力垂直于連度，那么， 



mV 





dV 


(2-4) 


若速度仅仅改变大小，就屉説，苕力平行于速度，那么 


d f wV \ _ m dW 
~ dt \ ~1^ ： ^ = 厂― 

l 1 -^) 


( 2 — 5 ) 


因之，力与加速度之比，在两种愦况下，幷不相等。在第一种情况 
下，它％丁讯而在第二种情况下，它等于 w/a — 

—v 之 /以〕芬’ ? 。 

粒 T 的能垃象我們知道，可用 F 式定 义之： 

p . v — 

以表示式(2-2〕及 (2-3) 代替1及 P， 則得 



me 2 



(2-0) 


由这一表示式可以看到，在相对論力学中，甚至当速度等于零时, 
粒子 的能量也不为零。这个靜止能 M , IfJ ^ = 0时的能量，等于 



分 "3 能黾与冲嚴 
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在速度很小 CV ^ l ) 的情况下，将 （2-6) 式展为 t / c 的幂級 
数，我們得到 

就是說，除靜出能外，此式就是一个粒子的动能的經典表示式。 

从〔2-3〕及 C 2-6) 我們得到一个自由粒〒的能量与冲量的关系 
如下： 


P = $ 


(2-7) 


当 w = c 时，粒子的冲量与能量都变为无穷大，这就是說，一 
个粒子，如果它的質 M 不为零，就不可能用光的速度运动。然而在 
相对論力学中，可能存在这样一个粒于，它的質¥;为萆， m 以尤的 
連度运动。由 U -7)， 对于这一类的粒子我們有 

(2-8) 

以后我們可以看到，光可以認为屉这一类質 ft 为薄的 粒子， 

祝仵我們来推导得到的所有关系式的四度形式。按照最小作 
用量原理， 

b 

dS = — mc^> i d 各二 Q* 


为了建立的表示式，我們注 意到心 


~^ f ， 闶此， 


dS = —mcd \ 〆 一心？ 


5 〆 — dx ^ 


- d^id dxi 

〆 -' dx ^ 


me \ Ui 




第二卑相对論力学 


丙为心是四度速度的分量。用部分积分法，我們得到 


5S = me \ mdSxi= mcu^idxi — me l S^iduc 


mcuiSsci 


^XiWidSj (2-9) 


其中是四度加速度。 

大家知道，为了求得运动的方程，就必須比較經过两个給定状 
态的不同的軌道，卽是在上限和下限有 = 文际 
的軌道这时娃由姑=0这个条件来决定的。由〔2-9)我們得到方 
程 ^-0; 这就是自由粒子的速度恒定性的四度形式方程。 

为了表示怍用扯的变分为坐标的函数，我們知道 ，0 g 必织当 
作是同定的，所以(^0- = 0,第二点应該当作是变化的/但是这 
时只考虑实际的軌道，卽那些滿足运动方程的軌道。冈此，在表示 
M 的 (2-9) 式中，积分項为零。代替 （§々 X 可以簡單地背因 
之，得 

$S = (2-10) 

分:为^的四度矢量称为四度冲量矢量。我們将用 h 来 
代表它。由（2-10〕可知，一个自由粒子的四度冲量的分站是 

Pi = mcui . (2-11) 

我們知道，在力学中的导数 n 是一个粒子的冲量的 

三个分_£，而导数 一1= 刖是这个粒子的能量。用四度 

速度的分量的表示式(1_ 4 <>)，很容易証明外的空問分量实际上就 
是冲量 P ， 而时間分量則是 


Fa , Pi 


〔2- 12) 


§ 2-3 能里与冲量 


因之，在相对論力学屮，冲&与能景是一个四度矢量的分 ft 。 
从而就姐接得到，冲 ji 与能 U 由一个慣性系統到另一个慣性系統 
的变換公式。将四度冲 M 的分量公式 (2-12) 代人四度矢量的普遍 
变換公式 （1-26) 內，我們得到 

Py=7 } l, P^VU 8^^ (2-13) 

注总到四度速度的平方《?= -1 C 1-31), 我們就有 

= — (2-14) 

用表示式 (2-12) 代替分量九，我們得 

G2 

(2-15) 

太家知道，用冲请來表示的能垃，就称为哈密頓函数没％由 
(2-15), 我們得 

= c ]/> 2 + m 2 c 3 . (2-16) 

对于比 c 小的速度，冲量由 （2 〜16)，我們就得到贷" 
的近似式： _ 

| = ㈣ + 盖， 

就是說，除了靜止能以外，我們得到了熟知的哈密頓函数的經典表 
示式。 

在 (2-14) 中，以代替以，我們得 

(总卜-心， （ 2 _ 17 ) 

将量 (_丫 逐項写出，則得 

这就是相对論力学中的哈密頓-雅可比方程。 






38 


第二聿扣对論力学 


要将方程〔2-1幻过渡到極限情况下的經典力学方程，可用 r 
法来实現。首先我們应該注意，正如相应的 0-16) 式的过渡情况 
一样，在桕对論力学中，一个粒子的能埴含有—項，而在經典 
力学令刖尤此項。因为作用景 w y 能2有肩=—胃的关系，所以 

在过渡到經典力学时，必須用新的作 用量&代替心 而&与 s 則 
有下列 关系： 


Sd — mcH. 

将上式代入 (2- 18)，則得 


/9 S r y / 


9 S f 

~^y 




4 - 2wi 


9 S f 

~9 t 


~0* 


在的極限情况下，这个方程就变为經典哈密頓-雅可比方程 

在某些計算中，我們必須进行在 :: 冲量空間”屯的积分。由于 
这个原故，解釋一下冲量空間內的体积元外在洛倫茲变 
換下的性質，是有用的。假若我們引用一个四度坐标系統,把四度 
冲：1的四个分量放在它的四个軸上，那么， d P / pWp e 就可認为是 
由方程 （2-14) 所决定的超曲面面元的第四个分 E。 超曲®面元是 
一个四度矢量，它的方向是沿着超曲面的法綫方向，在現在的情况 
下，法綫方向显然％四度矢 M 外方向重合。由此可以断定 


dpxdpjdpt 

$ 




是一个不变量，因为它是两个四度矢1的相对应的分量的比。 

假若我們在冲量空間內3 ffl ” 球坐标”，那么恷积元外 
就变为 p ^ dpdco , 其中是周繞着矢 M P 的方向的立体角元 。注 
意到 pdp ^ ^根据 (2-15)1 我們便得 



s - i 質量亏損 
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jAd pdu> pd 恳 
$ )—• 

因此，我們發現表;』;_式 > 

pd ^ do } 

t ! L 是不变 

最后，我們来介紹四度力矢量，定义冲量为导数. 

, dpi dus 

Jt= -p = r//c \ 
ds ds 

因为- = 0,所以四度力的分簠也滿足同样的恒等式 


(2-20) 


^ 0, 

这个四度力矢量八的空問分 ii 构成一个矢遣 


只’ 


(2-21) 

(2-22) 

其中 


是一个普通的三度力。直接由 U -22) 式可以求出时間分量 


/ I - 


/* 与功&有关 ，而八 則为力 f 在單位时間內所作之功。 


§2-4, 質 置亏撗 

上节所講述的各公式，对 丁許多 粒子所組成的复杂物体的整 
体运动，也可 玖同 样地应用。在这种情况下，質量应理解为物体的 
总質量，而速度应理解为整个物钵的运动速度。 

讓我們考虑一个(整体 ） 靜止的物体。这个物体的能量，我椚 
可以称之为內能，就簡單地等必此处 I 是物体的質量。因 
为質量是正的，这个內能显然将永为正値；运动物体的总能量 
一^^也是正的〔〃为物体整体的运动速度)。因此，我們得到一 
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第二窣相对論力# 


个姑論，在相对論力学中，一个閉合系的能量永为[値，这与經典 
力学中的淸形不 R ， 在經典力学中，一个閉合系的能 ft 可能是正 
的. 也岬能 足負的 。 

物沐的内能除了包含組戌这个物体的粒子的睜止能以 
外，还包貪着这些粒子的动能以及它們被此之問的相 S 作用能 

換句話説， H 不等于2〜叭其中 m 」 为組成这个物体的粒子的 

A 

質暈，因之 I 也齔不等 T 2叫1, :; 所杉 U 在祀对論力学中 r 質量 

守恒定怍不成立；复杂物体的質蛰幷不等于 t 的各部分的質量之 
和,：在相对論力学中，只有能董守恒定律成立，而在能最当中也要 
包栝粒子的靜 i 能。 

复*物体的質 ㈤ b 其組成部分的質量之和的差— 
- 2 ^ 你为"質量 v 損”。这个量称为物体的"結合能' 

A 

禳我們来#察一个由两部分（它們的質量为及組成 
的物体，我們 在它 为靜 lh 的参考系統內来考察它；假設这+物体自 
动地分裂为两部分，其速度为 h 及那么，按照能量守恒定律， 
得到 


Mc^= M ^ 2 + 

/ - - r , 1 / - •• 一夕" 

心 ―3 

仅仅当 + 时,卽仅仅当質量亏損 —— 
为正时，上固的方程才能滿足。因之，仅仅当物体的質量亏損(对 
于分裂成的部分而言)为正时，它才能自动分裂。反之，假若質量 
T 損为負，那么，这个物体就是稳定的，不会自动分裂。很容易証 
明，在这种情况下，要使分裂發生，我們必須从外面供給能量，而供 
給的能量至少也要等于結合能 




習 


題 


1, 一个 ntJi 为述度汾 u 的粒-户间一个靜 I 〖:的粒千… s 碰 m , 驰揷以 Am & 
而为 一 丁。求这个 合成粒 干的茛 11? mm 

解：質童 M ^^ vg ^- 其巾萬及 p 为合成軸子的能茕如屮皐， n^ym i 

G 

两个碰掩粒 ~ r 的能量之和及冲呈之和。 逆 ，- - i ! i .^ mu ： 


• H^i + 


w ；, -|- t/i a y ]. — 


^ -- 个 WM 为 M 的物沐， 5 靜止时分裂 为買最为』 ' v ^. 及 Ms 的两部分：求达网 
部分的能母芯 t 及為 a 。 

m ： 按 m 能 t 及冲设彳 m 定律，沿对一二心十肩 3 及 p , h 二 cs ^ ri ^ v ^gij 
gl ^ g ' i ^ M ^„ M - f r- r 由！:阇阀个方科,# , 

犮 — 广 」 U ^ - Mi ^\ m 


场 2-5. 磴撞 

我們現在来考虑两个粒 f 的彈性碰树，弾性 碰撺铣 足这样一 
种 m 癉，在碰撞时，粒 r 的内部情况不改唆。般設碰 m 前这 m 个粒 
子■的能 M 和冲敁，作参考系統X内各为 rn 忍10及 ㈣时， 
我們选擇 K 坐标系統的 x 軸沿着两个粒子的冲朵之和 
方向。 

为 r 硏究这个碰 m , 我們从参考系統〃变換到另-个参考系 
m ^ 坫便利的，在^内，两 个粒予 的冲最的和为著。根据（ 2 - 7 )， 
^ 相对于&的速度 V 是夂 

③.这时，我捫把闽个碰搔的 M 子，作一个物休。公式 (2 义 3) 也 ； P 『以成接山 突:換 
公式〔3-13)求出。杻据 O , 1 幻式，丼且記起在 X 中，总冲货为笮 + 則我捫有 

广， 乂 C ^.+ 其“） 

^01 + ^03— JC>7 ： _ —.^ Pui ^+ Pnsa ：^ -— —.._ ^ 

/ l - i ^： l / l - 

f C 3 f ^ 

= }>'+“、 

上式若用矢量形式 S 出，傾是 公忒 加撇之臬 糸指尔& 系統屮的^乂 
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第二章相对論力# 


V = l Pl 0+ P ^>- 

名 10 +心 0 


(2—23) 


利用普遍变換式 (2-13) 及公式(2-23)，很奔易算出这两个粒子在 
A 1 中的能量及 冲簠； 我們 m <g;， “， P；=-P； 米表示它們。 

在碰撞屮，两个粒子的总冲遣及总能量保持不变，在 P 中， 
W+W=O f 就是說肩个冲说大小相等，方向相反，在碰撞中，冲 
量 P: 及 Pi 仅能旋轉，幷保持着大小相等，方向相反。由丁-能量守 
恒定律，每个粒子的冲量的絕对値保持不变。 

現在讓我們比較詳細地考虑一种踫撞，在这个碰撞中，粒子 
中的一个（第二个）在碰撞前是靜止的(在瓦系統中)。在 P 系 

9 

統中， 这个在碰撞前有一沿着V軸的速度 一R 相应地，也就有 
冲量一-設; f 为冲 M P; 及 P; 在 P 系統十由于碰撞所旋 

轉之角（在^中之散壯角）。旣然女的絕对値經过碰撞后仍然 
不变，那么，粒子叫經过碰撞后的冲 M 的^分茧就丛 



粒子叫在&系統中的能景足 


Si 


w fi c a 

7^1 


利用变換公式 (2-13) 屮的最后一式，由此可求得那个最初靜止的 
粒子經过碰撞后在 A 系統中的能 t 


/ V 2 
1 ^ - 2 - coa x 



(3-24) 


利用下面形式的公式 〔2-23〕： 

C 在碰插前 hu = 0, ^ ao - m - sC ^ ), 消去輔助设 F ， 我們就可以 得到& 
的 S 后的公式。經过一些初等許算，得 

^ — d —25) 

上式右边第-二項代表第 -个 粒子在碰撤过程中傳給第二个粒 
子的能置。只要我們記起两个粒子的总能量在碰 M 中是保持不变 
的，我們就可以直接写出第一个粒子經过碰撞后的能 a 表示式： 

^=^-^ p ! St +£ k a - coa/) - ( 2 - 20:: 

由于碰撞而發生的最大可能的能麗轉移是在 Z = 时。 h 的 
对应値是 




(2-27) 


这时，第一个粒子的能量将有最小 flfl : 


— 繫鐵 ㈣ 


(2-28; 


在此，我們指出一些这些公式的饵接結果。将公式 ( 2 - 28 〕写 
成下阎的 形式： 


在 jo — 


2 ^ 



我們菩到，在速度甚小(^当卜时) 的極限 情况下，就得 
到非相对論力学中熟知的結果，卽怍碰撞的 粒子 〔第个粒了0的最 
小动能同它的最初的动能2比，趋近于一个常数樺限 
在相反的殛限情况下， 当粒子 "h 的速度接近于 c (卽&很又乂 
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At 二草相对狳力学 


这个比値就趋近于零；而 All 、 也趋近十常敌極限。这个極限 


是 


茗 lU 、^ 3 


肌？ + w | 2 
—— --—I 

2 tn . 


假設 讯》肌> 亦卽碰横粒子的質景比錚止粒子的質量小得 
多。 在这种情况下，按照經典力学，輕 的粒了所能傳 給重的粒子的 
能 ft, 仅仅是它自己的能 ft 中的微不足道的-部分。但在 相对論 
力学中，幷非如此。由 （2 〜式可以看出，对 f 足够大的能量彡 10 . 
所能轉移的那一部分能蕺可能达到它自己的能量的全部。但是， 
为了酈这种情形發生，汉仅使叫的速度与 c 相近还4、够，而显然 
还必須使 

名 10 〜 W 2 c 〜 

就足説，輕的粒子的 能量必 須与重的粒 r 的靜止能相近。 

当时，卽当一■个重的粒了^碰撞一个輕的粒了1时，也有 
炎似的情况存在。在这沖情况下，按照經典力学 ，也 仅仅 M 有微不 
足道的一部分能量可能轉移。仅仅从能量 





起，轉移的能量才开姶 有显著 的値。我們也应該辻意到，在此处所 
要求的不仅仅是速度近于光速，而还要求能量比大 得多。 

最后，我 們末推 导粒了 IV :夂系統中铿过碰 M /0 的散肘角 C 粒予 
化 对其最初运动方向的偏轉角能 M : 变化的备种关系。为 r 这 
个目的，我們要注意，对于每个粒 了来說 ，我們都有下列的 关系： 

— pi)Ui = 0, (2-29) 

其中及外为粒子在碰掃前及碰 MG 的四 度冲量，而 h 則是 
四度連度矢量，它的空間分量在 X 系統中与速度 K 祀合。丰实上, 
这个等式的左边是一个标 U ， 因此，只須証明这个关系在任何一个 
参考系統中成立就够了。在系統中， = 所以(/^― = 


但是在 f 中，粒予的能量經过碰撞是不变的，卽 

c 

A =毳这就証明了关系式(2-29)。 

首先，我們把 C 249) 式应用到原来靜止的粒子上。設 A 是 
这个粒子在 K 系統中的龄射角。这时，将矢量 WlP 严， A 在夂 
系統中的分#:的値代入，得到 

在 s 一 V pt 

或将〔2-24)式中的 F 代人得到 


cos ^ + 

同理，将 (249) 式应用到怍碰撞的粒子，得到 

肩 i(f 一肩 Pi 1303 ^i)j 
将 F 的表示式代入此式，得到 

1 — ^ Vi ^ Pi ^ * 


C 2-30) 


(2-31〕 


(2-32) 


公式 O -30) 及0!-於)解决了我們提出的問題。我們注意到， 
睱如那就是作碰撞的粒子重于靜止的粒子,那么，散射角 
就不可能超过某一个最大値。經过一些初等的計算，很容具得到 
这个最大厂的公式 如下： 

sin 0i 最大 = g ， 

这与經典力学的結果完全一样®。 

假如碰撞粒子的質量为零，因而其速度为光速，公式 (2-30) 及 


(2-32) 就簡化了。設叫=0 : 


肩10 


Pi 


h 


我們 得到: 


ooa 0 y 


Sioii 


0 t = i _ Si ^ 

* g 10 p ^ ~ ^ ' 


(2-33) 

(2-34) 


(£> 例如，参看本软程第一卷“力学 ”, U 7_ 
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§ 2-6* 冲量矩 

大家知道，經典力学导致这样一个結果,那就是在一个閉合系 
中，除了能量守恒及冲量守恒以外，还有冲量矩 守恒, 卽矢量 

p x P 

守恒，其中 r 及 P 为各粒子的矢徑及 冲量； 求和是对組成这个体系 
的所有粒子进行。冲量矩守恒定作是下面这个事实的結果1由于 
空問的各向同性，一个閉合系的拉格朗日函数，在整个体系旋轉 
时，幷不改变。 

在四度空間內經过类似的推导，我們就会得到冲量矩的相对 
論的表示式。 設％ 为体系中某一粒于的坐标。我們在四度空間 
內作一个尤穷小的旋轉，則毎一个粒子的坐标々，經受一綫性变 
換 

33 i = ( 2 - 35 ) 

变为;其中是决定旋轉的一个无穷小的四度張量。經过旋 
轉，矢徑的長度 < 应当保持不变，卽< 将(2-站)代入本 

式，略去为高阶无穷小的的二次項，貝 IJ 得 

0 * 

这个方程必須对亍任 意的〜 都能滿足。因为是一个对 
称張量，所以 心 必然朵一个反对称張量〔一个对称張量与一个 

反对称張量的乘积显然恒 等丁零 X 因之，我們得到 

dSlii= ( 2 _ 36 ) 

对于坐标的无穷小的变化，作用量6之变分^依 (2-9) 式有 
下面的形式 +. 

bs=^x pMt 

(这里是对体系中所有的粒于求和 X 在我們税在所考虑的旋轉情 
况下，故 



2-6 冲童姐 
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假如我們将張量 S 仏叫分解为对称与反对称两部分，那么， 
第一部分与反对称張量的乘积，恒等于零。所以，只取 
的反对称部分，我們可将上式写成下间的 形式： 

⑽ ijr ^~ ^ — pwi ) ■ (2-37) 

由于空問与时間的各向同性，閉合系的拉格朗日函数不因在 
四度空間中旋轉而改殳，就屉設，这个旋轉参数是循环坐 
标。因此，与之柑应的广义冲量是守恒的。这些广义的冲量就是 
品。 由0-37〕，我們得到 

1=香2(外叫一 ㈣ 0 ， 

因而，我們看出，对于一个 W 合系来說，張最 

y [ ik ^= X < ixip h — xi . p i ') (2-38) 

是守恒的，这个反对称張景称为四度冲量矩張量 3 

很容 S 証明，这个張量的空 問分& ^ 1，2, 3) 是三度空間 
的冲盆矩矢量的三个分: U :: 

* M ^ Xpxp , 

M^ t = — M ^ = M yt M x：f = 

^ vz = — M M Xt (2-39) 

至于分量 2 ? 3), 那么很容易証明， 

= ^2( ⑽- ㈣ • （2-40〕 

W 而，这三个分设:构成一个矢量窨)。 

因为閉 合系的是守恒的，所以我們有，例如 

2( 卬-穿 ) = 常数. 

另一方面，旣然总能彡也姑守恒的，迭个等式 就可以 写成下面 
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的 形式: 


^ c 2 x p z —常数 

X $ 吊 

(2-41) 

由此可見，如果一点的矢徑是 


R -續 

(2-42) 

这个点将以速度 


V 一 

(2-43) 


作等速运动，这个速度就是这个休系整体运动的速度。我們知道, 
这个点就是惯性中心；公式〔2- 42) 决定相对論中的慣性中心的坐 
标。但是，应該注意，旣然由公式 042) 所决定的 R 的分 Q 丼非任 
何四度矢量的分量，所以当变換到另一参考系統时，惯性中心的坐 
标幷不按照洛 ft 茲变換而变換。假如所有粒子的速度都比 c 小得 
多，那么，我們可以近似地讓肩=咖 2 ,而 (2-42) 則过渡到慣性中 
心的一般的表示式。 


習 題 


在參考系屮，粒+休系作为一个整体的运动速度是 y (沿者 x 铀的方向），它 
的冲量矩〔对干逸在体 系憤性 巾心的虫栎原点而言）为仏求在系统屮的冲1矩 
M 0l K 0 系坑中,粒子本系惟为一个整体是靜1]:的 3 


解：張蛰分 M 的变換，条 矢设 的相应分童之乘积的变險-样。旣然按照络倫茲变 
換 a~ae>, 四度矢量的 y 与^分最是不变的，所以分是似抑及分鬼似冲里矩垠最 
的分童 ） 所作的变換象四度欠迓的I 分蚤一祥_,而屮就完仝不变丫。为 r 进行 
由&系統到 h 系統的变換，我捫应該让总到， rU 系統中， M ^ = M^=o (:实际上, 
因为我捫迭揮 m 性中心作为坐标原点，所以 s 心=0;因为迷度 V 是沿着 x 缺, 
所以 E ^= Sp 3 =0 ) o 


經迓变換.結果我們樽到 

Q jp — ^ x 9 0 i ~~ 




对于冲_最俎的紹对値，我們有 


Af 0 = Mi + 


M； s ^Ml 

"" ~ y « _ * 




第三章場中的电荷 

§3^1,場的四度势 

粒子与粒子間的相互作用，可以利用力場的槪念来描述 e 就 
是，我們不說一个粒子作用于另一个粒子，而說粒子在它自己周圍 
建立起場；在这个場内的任何其他粒子都受一定的力作用。在經 
典力学中，場仅仅姑描述粒于的相互作用这-物理項象的一种方 
法。在相对論中，因为相互作用是.以有限速度协播的，情况就根本 
改变了。在某一个瞬間，作用在一个粒子上的力幷不由这个粒子 
在該瞬間的位置所决定。粒子中的一个改变了位置，仅仅經过某 
一段时間 a 后方能影响到別的粒予。这就是說，場本身具有物理 
的眞实性。我們不可以說，彼此間侖妞离的粒子直接地相互作用。 
在每一瞬間的相互作用仅能發生在空間中的紧密相邻的各点間 
c 接触作用)。所以,我們应該説，一个粒子同場相互作用，說場与 
另…个粒子栢互作用。 

我們将硏究两种形态的場：引力場与电磁場。关于引力場, 
我們留到第十章及第十一章再硏究，在其佘各章內，我們 A 討論电 
磁場。 

—个給定的电磁場同某一个粒子的相互作用被描述該粒子特 
征的一个量所决定。这个量称为粒子的电荷。場与粒子的相互作 
用是与粒子的电荷成比的。电荷可能为正，也4能为負。値得注 
意的是，它也可能为零。在后一情况下/我們說粒子不带电，以区 
別 于带电粒子。应該注意，到目前为止我捫还沒有任何公式联系 

r*7> 
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着电荷同已經知遒的量，所以我們可以 tt 意选禪电荷的簞位。 

在§ 2-2 中， 我們已 經知道 T ，一个自由粒子的作用 ffl S = 

b 

— me 卜 3 假如带电粒子（以后我們簡称为电荷）位于場內， [iU 

a 

我們必须在这个积分項上加一个补充項，用米描述場与这个粒子 
的相互作用。这一項必须包^描述粒子特征的一些 M 〔特 別是它 
的电荷0,以及描述場的特征的一些 M 。 这一項哲如下的 形式： 

b 

―—1 A (d^ i m 

c J 

a 

在这里，为了便利起兒，我們引进了光速 q 在积分号的前面 
我們不能 写出任 何其他常数，因为电荷的單位还沒有选定。四度 
矢量山描述电磁場的特征;它的分量一般來説都是坐标及时間的 
函数。矢最4称为場的四度势。因之，电磁場中电荷的怍用量函 
数将有如下的 形式： 

6 

y (― (3-1) 


应該注意，当电祸 : e 的單位可以任意选擇时，山的單位也是任意 
的 o 

A 的三个空間分 M 构成一个三度空間矢量 A ， 称为場的矢势, 
四度矢 S : 山的时間分量是虛数，幷有 A ^ = iq > 的形式 D 实量 p 称 
为場的矢势。因此， 


所以作用量积分可以写为下式： 


^ (一 



02 ) 


jS = 




其次，，其屮粒子的述度。所以，怍用 fi 将有如下 


的 形式: 


^ (-哪 2 〆 !— 去 + 4 A . V ~ € i p ) dt ^ (3~3) 


这个被积分函数不起別的，就 At- ■•个电荷在电磁場中的拉格朗日 
函数： 


1 / V £ 6 

Z/^ — 1 一 ^ ~h A* V 一 &(p. 


(3-4) 


这个函数与一个 S 由粒子的拉格朗 R 函数 （2-2) 相差之項是 
T A • V — 叫，这就是描述电荷与場的相互作用的一項。 

导数■是粒子的广义冲量；我們爪 P 来代表它，微分可得 


7^1 


c c 


(3-5 ； 


这里我們用 P 代表这个粒子的普通冲量，以后我們簡称之为冲量。 
由拉格朗 S 函数,按照熟知的普遍公式 

^ r 

# =v •芸 _— i , 

我們可以求出一个粒子在場內的哈密頓函数。 

将 C 3-4) 代入，我們得到 


+印. 


(3-6 


但是，哈密頓函数不应該用速度来表示，而应該用粒子的广义冲蹵 
来表示。将^-哪平方，再与由（ 3 邛）求得的^ 一比較, 
我們得到关系式 

( ㈣ ― （ p - y ) 2 ， 


(3-7 J 




£0 


阜場屮的 屯仰 

或者 ^ y mW + c 乂 P 一 》 A + e 史. C 3-8) 

M 尸小的速度，卽是說 在經典 力学中，拉格朗日函数 ( S -4) 化为 

l> ^ + A*V — 印， (3-9) 

A c 

在这种近似情况>， p=mV^P-AA 7 幷且我們可求得哈密頓函 
数的卜®的表 示式： / 

《 A ) 2 十，+ ㈡ - 10 ) 

我們来 W 电磁場中 - 粒于的哈密頓-雅科畢方程。在哈 
密頓函数屮， ; ng 代替己用 一^ 代替就可得到这个方程。 
因此，巾（3-7〕，我們得到 

(ws— [A) - 二 (■ + 呼 ) ~M’i 2 c 2 = o, (3-11) 

§3-2. 場中一个电荷的运动方程 

位丁墩內的电荷不只受到場的作用力，而且也反过来对場起 
作用，&变敬 :. 所以，严格地説，一个被 E 丁外 場中的粒子，它所受 
的作用，是已鸫被它改变了的場的作用。但是，蜈如电荷 c 不太，电 
俏对 T 場的作用，就兒場因电荷 rti 起的变化，也就可以略去不計。 
在这 种情况 下，当我們考虑屯 荷在一 給定的場內运动时，.我們可 
以假設場本身与电荷的坐标或速度无关。要能够把电荷認为是在 
卜-述盘义上的小，它所应該滿足的准确的条件将在以后講述（兒 
S 9-© X 以下我們脫設这个条件巳被滿； iL . 

我們現在要找出一个电荷在一个已知的电磁場內的运动方 
程。 变分怍用 董积分 ，我們就能得到这个方程。因而，运动方程就 
是普通的拉格朗 H 方程 

d / 9 L \ 9 L 
dt \ 9 v 


〔3-12) 




冲一个也佾的运动方稈 


其中 i 由公式 04) 确定 

导数 9 L / 9 W 足粒子的广义冲遺(34)。其次，我們可写出 




grad A* V —e grad <p w 


但是由 ti 知的矢景分析的公式 4 得 

gt»(3(a-b) =(a.y)b-f (^lo.y)a-hb x : rota + a x rotb ? 

其中 a 及 b 是阅个任意矢迠 n 应 订1 这个公式到 A * V + 幷記氓，对 
P 微分时， V 是常数，如是，則我們求得 

9L - e fV_v)A + f V X rot A — e q> t 

<7 l C C 

因此，拉格朗 H 方程具有如下的 形式： 

f( p ^- — A \ — f V .▽) A + —V x rot. A — e .^rarl q) a 

dt 、 c > J c c 

fj K 

但是全微分 = 心包含两 部分： 矢势在空間的某一給定点因 H 問 

OA 

变化而發生的变化=&以及巾空問的一点移动-段距 离&至 

另一点所發生的变化。从矢量分析知道，第二部分是 
因此导数 dk / dt 可以写成以下的 形弍： 


6A 9A 


KV •▽: jA. 


将此式代入前崗的方程,我們得到 


H « grad <p -h — V x Tot A, 

(vfi C C 


(3 13) 


这就是一个粒 T 在电磁場內的运动方程。在等号左边的是粒 
子的 冲邋对 时間的微分。所以在 （3-13) 的右边的式于就是作用= 
在电磁場內的粒子上的力。我們看出，这个力包含两部分。第一 
部分 [ U - lK 式右边的第一，第二两項]与粒子的速度无关。第二 
部分（第三項）与速度有关，它与速度成正比，而 JjHf 速度。 

作用-丁單位电荷上的第一种类型的力，称为电場 强度； 我們用 






第三阜 樾中 的电荷 _ J _^ 

E 来代表它 3 于娃 ，按定义， 

1 QA 

— 7/ ~9t ^ grad (3 - 14) 

作用于單位电荷上的第二种类型的力屮，速度的因子，严格說 
来是 V / c 的因子，称为磁場强度。我們用 H 来代表它。于是，按 
定义 1 

H= rot A. (3-15) 

假如在一电磁場中 ， E ^0, WH ^ o , 我們就說它是 电場； 睱如 
E = 0 , 但 H 手0,我們就説它是磁場。在一般情况下，电磁場是电 
場与磁場的叠加。 

一个电荷在电磁場中的运动方程视在可以写成 

r eE+ i VxH - _ 

等号右边的式子称为洛渝茲力。其第一部分（电場作用于电荷上 
的力)与电荷速度无关，幷沿着^的方向。第二部分 C 磁場怍用于 
电荷上的力〕与电荷的速度成正比，而其方向則旣垂 i £ r 速度又垂 
直 f 磁場 

对于比較光速小很多的速度，冲 Rp 近似地等于它的經典表 
示式 mV ， 因而运动力程 C 3-1 C 1 变为 

(3-17) 

这样一来，我們可以認为場 內运动 的粒子遵从經典力学(就是說它 
的动能为 w V 2, 冲量为 ^ V ) 0 

下面我 們还要 导出确定粒子的动能随时間的变化的方程，卽 
确定下面导数的方程， 



邮 (tan ddp ， 


很容易 証实， 



s 3-3 时間] nifrM 同性 


因而 ,r = v _l? ; 

将 (3-16) 式屮的 d ^/ dt 代入，得到 

(3-18) 

(it 

C 注意， CVxH).V=::VxV)_H 0 )。 

动能随时間的变化就是罢住咻位时問內对粒子所作的功。从 
( 3 - is ) 可以看出，这个功等丁■速度与力的乘积 T 这个力就是电場作 
用丁电柯上的力」場在时 問心 内所怍的功，卽在电荷移动心距 
离时所作的功，显然等 j 

我們强 p 这个衷实卽对电荷作功的仅仅娃电場；磁場不能对 
在其中运动的电荷作功。这是因为磁場对电荷的作用力永与电荷 
的速度垂商。 


習 悪 

用 M 子的波度及电盛强屯和磁場通度来表示它的如速度。 

解：将 P = VS KK n /<^ s 代 A (3 - 1幻，并按 C 3-18) 表示 dg ^/ dt , 拮果我們求得 

§3-3. 时間的各向同性 

力学方程相对丁时間变 U 成相对于将来与过去对調来説是不 
变的。換句詁說，在力学中两个时間方向是等价的，卽时間是各 
向同性的。这就盘味着，假如某一种运动能按照力学方程进行，那 
么，相皮的运动也是可能的，在这个相反的运动中，力学体系經过 
同样的状苍，但是次序相反。 

很容曷石出+在相对論中的电磁場内这也是成立的。但是在 
这种情况下，除了将时間 〖变为 一 〖 外，我們还必須变磁場的符 
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母。車实上，很容易？ nh ， 假如我 fH 作下列代換： 

t— — t ，E >E t H )—H ， （ S-19) 

运动方程 （3-16) 是不变的。 

按照（114〕及(3-15)，这幷不改变标势，但娃矢势变 r 号： 

炉， A— — A. (3-20) 

因此，暇如搖种运动住电磁場中是可能的，那么，相反的运动 
在有与 H 相反之方向的电磁場巾也是 F 能的。 


§3-4. 規范不变性 


現在譲我們来硏究，唯一地确定場的势可到什么程度。首先， 
我們应該注意这个事实，就是場的持征是它对在場內的电荷的运 
动所产生的影响。但娃在运动 Jj 程 〔3-16:)内我們幷未發現势，而 
只發項有場强 E 及 H 。 所以两个場如果以相同两个矢量 E 及 H 
来描述其特征，那么，这两个場在物理学上是全同的。 

假如給定了势 A 及唭那么，势根据 （H4) 及（3-15)， E 及 H 
就由它們完全喉一地确定丫。但是同一个場可 a 相应于不同的 
势。为了証明这件事，禳我們将这个 M 9 f / 9 x x 加到势的每一个分 
量上，其中/是坐标与时間的任意函数。因此,臭变为 




021) 


經过这样的改变,在作用量积分 C 3-1) 屮将出現附加項 



但是,将一个全微分加在作 ffiM 积分的被积分凼数内，运动方程幷 
不受影响。 ® 


® 对龙 一个® 数的全费分积分后， 显然棵 到的是闽数在两个积分眩之値 的萆， 
这个龙乃是一个常数。対积分取变分时，达个常数消央。 



恒定电磁場 
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睱如我們引入标势及矢势来代替四度势,而且用 H \ £来代 
替4那么 （3-21) 中的四个方程就可以写成下面的形式： 

A -h grad f, (3-22〕 

C vt 

很容易 証实，当用由 (3-22) 式所定义的 A ' 及 〆 代替 A 及沪 
时，由 （3-14) 及 (3 M 5) 所定义的电場及磁場实际上幷+改变。因 
此，势的变換 ( 3-22) 幷+改变場。所以势幷沒有被唯一地确定，确 
定矢势仅仅准确到 斗任； S 函数的梯度，而确定标势仅仅准确到 
R —个任意凼数的时問牙数。 

旣然如此，我們显然可以加一个任意的常矢遗到 k 势上，加一 
个任意常数到标势上。这也可直接由这个书实看出来， E 及 H 仅仅包 
含 A 及9的导数，所以加些常量到 A 及？>上，幷不影响場的强度 t 

仅仅那些对于势变換 (3-22) 为不变的量才有物理.义盘；就特 
殊情形言之，所有方程在这个变渙下必須是不变的。这种不变性 
称为規范不变性①(德文为英文为 Gauge invariai ^ 

因为势缺乏惟一性，我們就有可能去选擇它們，使它們滿足我 
們所选擇的附加条件（势之間的关系）。我們强調指出，能够陡它 
們滿足一个条件，因为我們可以住意选擇 ( 3-22) 中的函数就 
持殊情形言之，我們总能这样来选擇这些势，陡标势为零。假如矢 
势不是專，那么，一般来說，我們不可能供它为零，因为 A =0 的这 
个条件代表三个附加条件（卽 A 的三个分量的条件)。 

§3-5. 恒定电磁場 

所謂恒定电磁場就是一个与时間无关的电磁場。显然，恒定 

① 这个名字 C 掊战文名字 Ipa^EeHTTJM HHBapBaSTTTQCiTI. —— 譯者）是 R A_ 福克 
取的 c 




第三挛場中的屯荷 


电磁場的势可以这样选擇，陡它 們仅仅 是坐柘的函数，而不是时間 
的函数。 怛定 磁場，按照 (3-15)4 仍旧等 T _ H=rot A 。 按照 G - 
14)，恒定电場等于 

E = — grad w w (3-23) 

因此，一个恒定电場仅为标势所决定，而一个恒定磁場仅为矢势所 
决定。 

我們在前一节中已經知道，备种势幷未被唯一地确定。但是 
很容易相信，假如我們用各种势来描述恒定电磁場，而且这呰势又 
与时間无关，那么，我們可以在标势上加一个仟意常数，而不改变 
場，这个任意常数旣不能与坐标有关不能与时問脊关。通常要 
給加上一个附加条件，要 P 在空問內某一个特定点有一个一定的 
m ； 常常規定^中在无穷远处的値为零，这时，上面所説的任溘常 
数就被确定了，因而恒定場的标势也就被唯一地确定了。 

反之，卽使对于彳 s 定电磁場，矢势也还是沒有被唯一地确定； 
就是說，我們可以把坐标的一个 fi 意函数的梯度加到矢势上。 

現在我們耍确定一个电荷在恒定电磁場内的'能董。旣然場是 
愔定的，那么，电荷的拉格朗日闲数也就不是时問的显函数。如我 
們所知道的，在这种情况下，能量是守忸的，而且与哈密頓函数相 
合。 

按照我們得到 

S ^ J ~^ +e9 ' ( 3 ‘ 24) 

Y 1 - ^ 

因之，由于場的存在，粒子的能 S 加上了一項后者就是电荷 
在場內的势能。我們应該注意一个重耍的事实，能量仅与标势有 
关，而与矢势无关。由于公式 H = A 及 0 J -23), 这就意味着磁 
場不影响电荷的能量。 只有电 場才改变粒子的能量 u 这是同在 



S 3-5 恒定 itiM 谌 




I 3-2 末毘已經提过的那件事实有关系的，卽磁場与电場不同，对 
电荷不作功。 

假如場强在空間所有点上都是一样，那么这样的場称为均勻 
場。.譲我們用場强 E 来表示一个均勻电場的 标势。 很容易 SS 明， 
对于一小均句場来説， 

< p ^ (3-25) 

因为 E 是常量，所以 一 giad ^ ^ grad(E * F ) = (E . V )P + E X rot r ^ E 
(应記起 rotr^oX 

我們現在用場强 H 来表示一个均匀磁場的矢势。很容易誑 
明，矢势 A 可以写成下式： 

〔3 _ 26) 

事实上 ，我們 注意到 H = 常数，利用矢量分析中熟知的公式可 

得到 

- rat ( HxP ) div p ^(； H . v >=2 H 

C 注意， dWP =3)。 

例如，对均勻磁場的矢势可以作另外的选擇，例如选擇成下列 
的 形式： 

— Hy ， A v = A t =o (3-27) 

〔选擇 z 軸沿着 h 的方向 ） a 很容易証明，这样选擇我們就 
有 rot A 。 


習 题 

在 ts 对除力学中,写出毡定电磁堤内妗子動道的变分原理（卽览培眘原理) fl 
解： 在力学中 B 柽知适，英堉蝥原理吋表述如下：假如—个粒子的能呈是守忸的 
(在—个恒定垛内 运动） ，那么1它的鞦道可从下函的变分方程拷定： 

e P^dr=o t 

其中 P 是垃子的广义冲 S , 这个广义卟 ftP 又玎以用能最及坐标的錄分来表示；至千 
积分訧应該沿粒子的軌道进行。将 P = p 十冬 A 代入，注意 p^dr 同方向 * 我捫旣 




得到 


m 三韋裊中的电荷 


5 pdi + 

其中出=是弹元。从 = / 来定艿 我們最后得到 


A*d!p |= 0 T 




— «t x <5^ dl + - A*dp' 


§3-6. 在恒定均勻电場中的运动 

現在我們硏究一今电荷 e 在 一个均 勻的恒定电場 E 中的运 
动。我們取电場的方向作为X軸。假如初速 〔当 《 = 0时的速度） 
娃1 ，那么，电荷将永远在通过 E 与 V c 的平面內运动。我們取这 
个平面为吵平面。这时，运动 力程 (3-16〕，卽 

钃 

p = d . 

( P 上面的一点表示对时間 i 的微分），将取下面的 形式： 

^ d -a^ - 

因而 p x - eEt 7 t > y ^ pa . (3-28) 

我們把时間的計 算起点以卩^0 的时到） 选擇在知=0 的瞬 
問，粒于 在該瞬 間的冲 M 用外表示。 

粒于 动能名（除場內的势能以外的能量），从 (2-15) 得知为 
将 (3-2 S ) 代人，我們求得，在現在这种情况下， 

$ — /w^c 4 -\- c^pl -h ( ceEi) 1 . 

按照 （ 2 _ 7 ) 式，粒子的速度因而，在現在这种情 
况下，对于速度 A 我們有 

dx cHEt 

^ = Vit ^ r(ceEty y 

其中 g Q = cVm ^^ pt 是在 t =0 时的能量。經过积分，我們求得 

^ =/ E V $l+(cmy^ ( 3 - 29 ) 


I 3 - 7 在佾定均匀磁堪中的运动 
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其中我們已經命积分常数等 亍零。 
为了求得 y ， 我們有 


dy ^ = _ 

^ T ' = 

从而 ( 3 _ 30) 

逋过#來表示 i C 利用 3-30 式），幷将它代入〔3-29)，我們得 


到軚道方程 如下: 



- S ' 


(3-31) 


由此可見,在均勻电場中 ，一 个电荷沿着悬鏈綫运动。 

假如粒子的速度 v ^ c y 那么，我們可以使^0 = ^0? 

幷将 (3-31) 式中的 0 heEy /^ Q c 展开为 l/c 的幕級数。略去 l/c 的 


高次項，我們得到 




2 mvi 


r 


(3-32) 


就是説，电荷沿着抛物綫运动，这就是我們在經典力学中熟知的結 
果。 


§3-7. 在恒定均勻磁場中的运动 

我捫 現在来 硏究一个电荷 e 在恒定均勻磁場 H 中的运动。我 
們选擇磁場的方向为 Z 軸的方向。我們将表示冲量的式公1> = 

[卽(2-7)，式中名是粒子的能黛，从 §3- S 已經知道，它在 

c s 

磁場中是一个常数 ] 代入运动方程 

p = — V x H. 
c 

就可将运动方程改写成另一形式，这样一来，运动方程就化成了下 
面的 形式： 

^ ^ -V x H , 

c 2 dt C 


033 ) 


或用分量表示为 


铕三聿磨中的电荷 


COV Vy Vy = — 


其中我們引入了符号 


ecH 


(3-34) 


(3-35) 


我們将 (3-34) 中的第二个方程乘以*'，加到第一个方程中，就得到 

善 (W 3 + = — + 

因而 Vji + ivp = ae~ im t 

其中 a 足―个复常数。这个笈常数可以写成 a =% te -4 这样的形 
式，其中~及&都是实数。因此， 

v ^+ iv v = v Qt e -^ ut+a \ 

将实数与虛数分开，我們得到 

cos (ojf 十 a )， v v = —vat sin 〔 qj; +ot). 

常数 ~ 及^都要由起始条件来决定， 《 是初位相，至于那么 
从 (3-36) 看出 

卽是說，⑽是粒子在平面內的速度，而且它在整个运动过程 
中保持不变。 

再次积分(3-36)，我們得到 

浓〒 aj 0 + r Mn 〔 of+a), y=^y Q ^r cos (wi + ct), ■ (3-37) 


其中 


l£i= v ot&^ c Pt 
(o ecH eH 


(3-38) 


是冲量在 Xr 平面上的投影)。从 （3-34) 中的第二个方程，我 
們得到 v f = v 0 e ? 以及 

s;=〜+u os ~ (3-39) 

^0, H 是粒子的起始坐标。 

从 (3-37) 及〔 3 _ 3 9〕，很明显地可以看出，这个电荷在均勻磁場 




3-7 在恒定均勻磁塢中的运动 


中沿着螺旋綫运动，螺旋綫的軸是沿着磁場的方向，蟫旋綫的半徑 
由 （3-38) 式来决定。粒子的速度是常数。在的特殊情况 
下，那就是說，粒子沒有沿磁場方向的速度分遗，粒子就在与磁場 
垂直的平面內作圓周运动。 

从上面各公式，我們可以吞出，〜 是粒子 在与磁場垂直的平両 
內旋轉的角頻率。 

陧如粒子的速度很低，那么，我們就可以近似地这 


时頻率 OJ 变为 



(3-40) 


習 邇 


1. 将一个带电的空間拫子陡于均句恒: i 磁提内；这个振子在沒有耍 t 場內时的 
捩动的本征頊牵是 叫 , 求它在匿于揚內后的搓动 织率。 

解：报子在磁典(嗞場方向沿着内的强迫振动方提是 


, €rfi ■.. , 

+ w ^ a ?= V ,沒 + ⑴以二 


s + tp 5 s =0* 


用 t 乘第二个方程幷与第一个方程相 il 』, 得到 

其中 f =^+^ c 由此可 以得到 银子在与磁勘垂直的平面內的振动鋇璀为 


y^^¥S3 


假如磁揚//恨弱，达个公式就变为沿蒈場的方向的提动将保持不变。 
3,—个在珐場中的带电粒子当磁場緩慢变化时它的运动如何 变化？ 

解：我捫知道，在运动条畔饮悟变化的情祝卜'，所謂薄渐不变耸 (LCAflaaGaTHqe- 
CBft HUBapEilHT ) 是不变的。因为在与磁枭垂直的平面内的运动是周期性的，所以积 
分 

/= ^ ¥ t *dr 


③莼渐不变 . 5,英夂名是 adiabatic iuvariaat 。 按照淺漸原理 （adiabatic 
P rincip 】 oO ! 假如棱忮地改交外在条件(就朵对于力学体系干扰 ）， 能 g — 般訧会改变， 
1 R 是相积 5 KpkaG integral ) 保留原値 （ 讀者可参考 M . iiorn ： Atomic phyeica , 
1明 - 111 頁）--譯者注。 




_ 一第-卑場中的^ __ 

是寖漸不变迗个积分应該在运动的整个堝期內来积。在我們所討論的情衫下，欲 


是沿宥一个圖来积（1%是广义冲童在这个平面上的投釤\将 P ; = Pf 十= A 代入，就 

C 

得到 



在笟一項中我捫应注意 Pi 的絕对植是常数,其方向是沿着 dp ， 対第二項应用斯 
托克斫定理，則得 

f = 2irn^+ s Hur' 

c 


其中 r 是軌道的半徑 c 将 r = c 灼/出[:見 (3^8)] 代人，魷得到 

由上式可以看出，当 H 变动时，叻向冲1朽的变动与 V > 成比例（闪7是不变的〕。 
至子沿普 H 方向的冲设假如磁埠的变动并不弓|起一个与 H 平行的电坍 Cffl 如，在 
—个巇旋眢内的磁蝣变动 X 那么，很明显，幷不变动。 


§3-8. 电荷在均勻恆定的电場和磁場中的运动 


最后 ，我們来硏究在电場及磁場都存在幷且都是均勻的恒 
定的这种情况下，一个电荷运动。我們的討論只限丁-粒子的速度 
v < c 的情形，因此質点的冲量 P = wV ; 以后我們将要知道，出現这 
种情形的必要条件是电場較磁場小得多。 

我們选擇 H 的方向为 K 軸的方向，而选擇通过 H 及 E 的平面 
为平面^这时，运动方程 

mV = eE + ^VxH 

c 


可以写如 下式： 

£ * 6 

mx=—^Hj my^ — mi = eE e . (3-4l) 

由上面的第三个方程，我們可以看出，电荷 a 等加速度沿着 z 軸方 
向运动，就是說， 

z = ^J t1S + v ^^ ( 3 - 42 ) 
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用 < 乘 (341) 中的第二个方程，再与第一个方程相加,我們得 


-f. ( ^ + ~) -ftw(i + ~〕= i—E v 

dt m 

^= eH / mc ) a 将 i + b 当作 末知玷 ，上固方程的积分就等于上面 
的方程略去右边項的积分4該方程保留右边項的一个特別积分的 
私第一个积分是 ae -' 第二个积分是化因 
此 f 

i ; + f ■卜 ttfcW 

常数^ 一般来說足个复数。将《 1成的形式，其中 6 及 a 
为实数，我們可以看出，旣然 a 被 e _^ 乘了， 那么， 只要我 們选擇 
时間計算起点得当，就叫以賦予位相 a 以任何一 个値。 我捫适当 
选擇时間計算起点，使 a 为实数。将^ +七分解为实数及虛数两 
部分，我們便得到 


a cos 


eg 

d + j ， y=^ — a siji c*ii w (3-43) 


在 £ = 0 时，速度是沿着又軸。 

我們可以看出，粒子的速度是时間的周期函数。注意到 
coa w * = siiTf ^- o , 刖速度的平均値很 W 易求得： 


c p ， T=(L 


(3 m 44) 


所以沿着^軸的平均速度为零，而沿着 x 軸的平均速度，卽垂 E 于 
电場及磁場的平均連度不为零。 

所有这一节的公式，都是在股設粒 T 的速度比尤速小得多的 
基础上建立的；由 (3-43) 或〔3-44)可以看出，为了实現这种情形， 
就有一定的要求，特別是要求电場与磁場必須滿足下面的条件： 


ff «l ， 

但 仏及# 的絕对値可以是任意的。 


(3-45) 
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据中的电荷 


将方程 (3 〜 43) 再积分一次，幷这样来选擇积分常数，使当 

= 0时，1 = 0,我們就可得 
到 

X— — sin o>t 
f/=-^(COB COf—l). 

(3^4 S ^) 

将以上二式看—个曲綫的参 
数方程，这两个方程定义一个 
所謂次摆綫。至于軌道在 
平®上的投影到底是如圖 3 -la 
还是如圖 3- lb 所示的，那就得 

看 a 的絕对値是大于或小于 
cE v / B ^ 

假如 a 二一 略 / H ， 那么， 
0-46〕就变为 

。二 為0^ —V = 1 -cos 0)() (3-47) 

就是説，軌道在平面上的投影是一个摆綫(圖 a -] o ) 0 

% 3-9. 电磁場張最 

在§ 3 ~ 2 中，我們从写成三度形式的拉格朗日凼数 (3-4) 导出 
了一个电荷在場內运动的方程。現在我們直接从用写成四度形式 
的作用量函数 （3-1) 导出同样的方程。 

最小作用 S 原理是 

b 

狀 = 3 j (— ⑽ r , 也 + ^-Aidx^j—O. (3-48) 


Y 






阖 3-1. 
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注意到我們便求得(为了簡便起見，下固我們略去 
积分限 a 和 O : 

dS =^ — mcd ds 

dxi6 dxi 


^ 5 ( Ai dxi) 

’- l 十 e A x b dxi + c - 5^* dxi 


=j" ( ⑽ ——-f-— A< dhzi H-q, 

将被积分函数中前两項作部分积分，幷且在第一項中以叫代 
心，其中叫是四度速度的分: g 。 于是， 


y (… 


dui&Xi 一上 Sa? t dAi + da) t ) + 

c c / 


+ [( mcui + 冬山 


b 


0. 


(3'49) 


上式中的第二項等于零，因为积分的变分是在两个固定点中間取 
的，卽产0。 此外： 




d S 髮“， 


因此 


^ ( '― Pic duidXi — — da>^^~ —= 0 < 

J \ C 咖 _ C dvci ： } 


在第一項中，我們写如 


dui 

ds 


在第二和第三項中，我們写 


各 x < ds =-0. 


dx ^ mds ; 在第三項屮将指标 i 与 ii 交換 （ 因为 i 和 fc 都是求和 

指标，所以交換以后是甚么也不&变)。于是， 

f 9 A h 9. 

由于5叫的任意性， 我們^ ■以推断出来，波积分凼数必須为零，卽 

似々 = -Ul A ±- ^k. (3-50) 

as c \da?i dX}. J 


(「一抓今 十土❾一 ㈣ 

J L ds C \d^i / 



第三甲-巢屮的电倚 


現在我們引用下面的 符号: 


dAj ； i 

' 


〔3-51) 


張遑称为电磁場張这样一来， S 动方程 （3-50) 取下面的 
形式： 

-- f T m ( 3-52) 

as c v 


这四个方程1，2, 3, 4) 就娃电荷在电磁場内的运动方程的 
四度形式。 

由張鼋的定义，卽可推山 

Fiv . ^~ F U? (3-53) 

这就是説，电磁場張 5 t 是反对称的。0此，当 id M f F th =0. 

将忽〜 FM 和>代入〔3-51〕，我們很容易求出張 
量〜 的备个分蛩的値 如下： 


f 11 ^ ^32 ^3 = F 44 ^0 

^12= 一厂31 ; Ha ， F u = — = — iM x ， 

^ = - = - ^ ^ = - - - iE Vy 

尸 2 U = — 士 把=^^4= 一 ^43= 

这些値可以写如 下表： 

/ 0 一 Hjf — iEx'. 

I —U s o H x — iKtj 

Fij.= i 

i H v - FI X 0 ~ iE s I 

\ iE r iE v iM, 'o / 


(3-54) 


由此可見，电場强度与磁場强度的分量是四度电磁場張萆的 
分最。 

甴（344〕式可以看出，張量的空問分最（卽 
的各分量）是同磁場相联系的。就是說，磁場 H 的分量构成一个 
三度二阶反对称張量。大家知道， 这就意 味着欠足一个軸矢 
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量(兑 §1-6)。 

电場 E 的分蜇是的时問分量或 = 显然 E 是一个 
普通矢量（極矢量)。 

利用（ 3 〜 54 )及 （ WO ), 很容易証明，（.％ 52 )中的前三个方程同 
运动方程 C 3-16) 是完全一样的，而第四个方程則同方程 U -18) 完 
全一样。这四个方程中仅有三个是独*的这一事实，可以直接用 
%乘方程 C 3-52) 的两边来証明。这时，由于 （1™44) 及 (3-5; i ), 方程 


式的两边都恒等于零。 


殿如在变分中，只考虑眞实的軌道綫，那么，（3-49)中的 
m ~ - 項就 ffi 等于零。这时，第二項(把它的积分限之一認为是变化 
的）得給出作为坐标兩数的作用量的 微分， 因之 


6 S 




卞 


A , 



(3-55) 


由此可得, 


9 S 

9 xi 


= mcui 


-h —-^1 =Pi + 丄 』“ 
c c 


(3-56) 


以 9 S / 2 X , 为分量的四度矢量是四度广义冲量矢量应用 
四度 連度及其四度势的表示式，我們求出分量的表示式如下： 


Pa ^ Pa 尸 4 = j 〔名 KBH + C ?0 ’ （ 3^57) 

c c 


其中 S ^ = mc ^/ VJ - vyc \ 四度矢量入的三个空間分量构成 
三度广义冲踅矢量 ( 3 - 5 ), 其肘間分量正如 S 2-3 中一样，是 
W / c , 其中茗是电荷在場中的总能量。 

由于— 1，所以 


卜-:个一 




(3-85) 


这一个关系同 U -7) 吻合。将代之以我們得到哈密頓- 
雅科畢方程 (3-11) 的四度 形式： 




第三聿揚中的电荷 


^ AiV + m ^ c 2 ^0, 
\^i c / 


(3-59) 


習 題 

1+ —个电荷在平行的电場与磁場内运动，其速度可以与光速柑比抝，求电荷的运 
动方栈。 

解：逸取場的方向为 Z 軸的方向，我們求伴运动的方椏(；^52^的下面的形式 C 引 
入常数 A=e/wc； s 〕 ： 

」 x ^ xHy t yz = ^ > Mdr. f z ^ aKXt , ci — A'^ 

C 在字母 A n (上面 的点表苇对 d 的徽分 ）， 井有軸助缶仲 < = t = 这个方 
稈組分裂为两对独立的方将这些方程积分井适当地逸擇积分常数卜的初値、坐标 
的原点軸的方向），我捫求很軌道参数乃程如十 

2二 a . sin X ^ a , V — tl OOS \ f 7 s , 

XH XH ’ 

—^——S cb \l^s, — eh 

Kfl \ E r 

O 是一个任意常数〕。我捫要注意 t 这个軌道是…，半捋是 a /\ u 的蜾旋钱„ 

2. 同上面的問 M —样 ，不过 电堪与螆場扣互乘直。 

W : 取 H 的万 向为 Z 軸的方向，取 E 的方向力1「軸的//向，我們求徉运动方租 
x^xHy t y^h'ct — ^Hx, z= 0 , ci = \Ey. 

将这些为程积分（利用輔助条件适当地选擇坐耘原点，我們可求#下面的 
軌遇参数方椏。 

当时， 

- 1- 〔7丹 in cr+i^<0, 汉= 7 a 1 , Z —^ tr } 

£ir — 2i r, 


其中 A 艮 7 有关系式 






而#数 。与 e 的关系为 <r = sKYBT^E\ 
当丑 < 丑时， 


..：- 〔 7 行 sh cr + 衫 EVr 〕， 3 / = y eh a 7 2 = a < r , 





§3-10. 場的洛倫茲变換 


在本节内，我們将寻找場的变換公式，利 m 这些公式，假如在 
某一个慣性#考系統內場是 已知的 ，在另一个慣性参考系統内，我 
們也能够决定这个場。 

势的变換公式 可以直 接从四度矢量的普遍变換公式（卜2 6 〕得 
来:只镇記起矢 S A 的分量是我們就很容易得到 





~ = ^3 J 



(3-60) 


張量的分量的变換公式可以从四度張量的普遍变換公式 
〔1-2幻得来。但是照下间的方法进行，更为便利 

我們記得， 从一 个##系統 ^ 变換到另外一个参考 系統^ 
UK 1 对火沿 X 軸作桕对运动) 与在四 度空間6 I S t 中的 _ 平面 
內的一个旋轉等价(兒§ 1 - 0 。 張量的分量 所怍的变換毅两个相 
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应的坐标之乘积的变換-样。坐标％ 及叫=3在这个变換中 
不变。 由于冋 样的原因，，^也不变： 

(3-61) 

此外，基于同样的理巾，旣然坐标汉与$不改变 t 所以分量 
匙 2 , 及^的变換不过是象其相应的坐标 h = A 及 h = f 
的变換 一样。 按照（146)，我們很容易 求出： 




^it = 


1 一 






Fi s -hi^F[, 


c * 


^ 13 


ti* 






■ ? ^iZ 


j/l — 


/2 


C % 


(3-62) 


为了找出分量的变換，我們注意下固的事实：假如一个反 
对称張 k 的阶数等于空問的度数 （_HU 1-6 关于張量 G 心及 e a ^ 7 
的講述 ）， 那么，这个張茕当_坐标系統在这个空間 H 旋轉时是不变 
的。坐标系統 A 在平面^內的旋轉可以二度坐标系統％ 
T 的在二度空間中的一个旋轉。分量为 = = ^=-^1 

的張量在这个系統內恰恰是一个阶数等 f 度数的張量。因此在％ 
平面內旋轉时， 

9 

馬4=，“： (3-63) 

現在我們按照 U - M ) 式， m 場 E 及 H 的分跫来代替 (3-61) 及 
(3-63) 中的这样我們便氺符电埸的变換公式如下： 

J~ ^1= -j - — y - ， C 3—64) 


而对 F 磁場則有 
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R y^ ~;—~y 2 -? Hs= —— /- f2~- 0-65) 

yi - S - 

因此，电場与磁場，正如大多数的物理量一样，是相对的；就是 
說，它們在不同的参考系統屮有不同的持性。就特殊情形言之，电 
場或磁場在一个参考系統中可以等于零，而同时在另外一个参考 
系統中却又存在。 

变換公式（3- 64 )和（3〜65)在 F《c 的情况下得大大簡化。如 
果我們要求准确到 j 的数量級，那么，从 (3-64) 及 （3-65) 可得 

HWF 4 -今 Hi , 

C C 

c c 

这些公 式可以 写成矢 景形式 

E = E ' + +ITx V ， H ^ H f -^ E / xV r (3 邻 6) 

从 P 到反的反变換公式可以用改变 F 的符号的方法直接由 
〔3-64)、（3〜65〕、（3-60)求得。 

假如在&系統屮磁場 KT=o, 那么，根据 (3-64) 及 （3-G&), 


我們可以很轾易証明，在 K 系統屮，电場与磁場之間脊在着下面 

的 关系： 




H =+ VxE , 

(3-67) 

假如在 P 系紘中， E '= 

= 0,那么，在系統中， 



E — ™ ■ V x H 
c • 

(3-& S ) 


因此，在以上两种情 况下， 屯場与磁場在 Y 系統中邵是相互垂直 
的。 




笫三阜 揚中 的电荷 


§3 M 1. 場的不变量 

从电磁場張量的分量我們可 a 造出一呰不 变位； 这些不变垦 
当从一个慣性参考系統过渡到另…个慣性参考系統时保持不变。 
为了求出所有这些不变量，我們用类似求二阶对称張量的不变量 
的方法进行。假如是这样的一个張量，那么，大家知道，我們 
必須使行列式 

| — 入〜 * | =0. 

这个方程的根是对称張量 da 的主肋也就是它的不变量；同样的 
推理显然可以应用到这个方程內的各次幂的系数，这些系数一般 
被选作主不变量。 

对于一个反对称張 fi C^7； 卽足这样的張 so, 将它化为对角 
形式 a 然是沒有益义的」但足我們可以应用上面所說的方法去求 
这样的一个張 M: 的不变量;这时根 当然沒有張量特征値的意义。 
按照丄:面的説法,我們羿出方程 

| 一 = 0 - 

因为，对于行列式而言，行与列的反換幷不改变該行列式，所以很 
容易看出，在这里面仅仅包含 x 的偶次方的項I能出現。此外，当 
一个偶数阶行列式的所有元素变号时，該行列式幷不变。冈此，由 
于■的反对称性 r 

1 — ] = 1 — 入 1 = I 一 F i}i — I = I * 

与此相应，在 A 的方程內，仅能有两个异 T 零的 系数，这就是 ^ S 
V的系数；亦卽一个二阶反对称張量的特征是只有;两个不变量。 
用 （3-54) 式代替張量 PV， 的分量，我們不难^行列式展开而 

得到 

(在展开行列式时，这样选擇坐标舢是便当的，就是使一个軸，我们 
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称为 Z 軸，沿着 H 的方向，而使矢量 E 在平両內）。因此，下商 
的量乃是不 变量： 

/73 — p +变量， (3- fU >) 

£_1!=不变量. (3-70) 

我們的推导力法就可証明，仅仅这两个不变说是独立的;其他 
任何不变 M 都可以 用这 两个不变量的 函数来 发示。 

容易証明，不变 MC 3-69) 及 （3-70), 如果写成四度形式，就 
是 

&， ( 3 - 71 ) 

^iklwF lm , (3-72) 

其中〜是一个四阶完全反对称眾位張最 (:見 §卜 6 X 

必织指出，严格說来， 〜： 或 E ， H ) 幷不是一个矢量， 
而是一个赝 矢量； 这可从它的四度形式(張獄与它的对偶的乘积， 
見§ 1-6), 或从它的三度形式（軸矢量 H 同極矢 E 的乘积）看 
山。 （ E * H 〕 Z 是一个眞标 :.1 

从丄面所得两量的不变性，我們得到下面的結 掄。 假如电場 
与磁場在任意一个参考系統中是相互垂直的，就朵說那 
么，它們在任何其他惯性参考系統中也是 相互垂 IH 的[由于 （3 - 
?0)1,假如 E 及 H 的絕对値在任意的一个参考系統中是相等的， 
那么，它們在任何其他系统中也相等 [由 丁-(3-69)]。 

下固的不等式概然也成立。睱如在任意一个参考系統屮 
> hhe > e \ 那么，在任何其他系統中我們也会有瓦>"(或 
枉> 五 )。假如在任意一个参考系統屮，矢量 E 及矢的夹角足 
銳角（或鈍角），那么，它們在仨何其他参考系統中的夹角也是銳角 
[或鈍角〕。 

利用洛倫茲变換，总可以使 E 及 H 有任意的値，仅仅必須遵 
守取-出及 E _ H 两量有固定馗的条件。就特殊情形言之，我們 
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总能找到一个惯性系統，在这个系統中，电場与磁場在某一給定点 
是互相平行的。在这个系統中幷 fL 从 

^ J 7- E o . H 0 

两个方程我們可以找出 E 及 H 在这个参#系統屮的値 （ E fl 及札 
是在原来参考系統中的电場及磁場 X 

两个不变量都为零的情形应該除外 - 在这个惜形下， E 同 H 
在一切参考系統中都是相等的 Ifii 且是互扪 哐时的 。 

假如 E * H = 0 , 那么，我們总能找到一个参考系統，在这个系統 
中£ = 0 或 H = 0 〔依取—出< ( 〗或>0而定〕，就娃說，場是純磁場 
或純电場 。 汊之， 假如在任意一个#4系統屮 E = 0 或 H = 0, 那 
么 r 史們在所有其他系恍中都站相互亚谳的 a 

習 埋 

有一个#考系統，在其中，电場与磁場是柑互平行的，試求这个参考 系統的 速度。 
解：滿足所提条什的参考系統 I 冇无劳多。假如我捫找到…个迗祚的系統，那 
么，相对这个参考系統的运动速皮沿普£及 U 的共间方向之任何淇他#考系統，也都 
具有同样的特性。因此，我們 R 須找到这些参考果统屮的一 个訧够 f ， 这一个参考系 
統有与两个梁邯审直的連度 。 选揮速疫的方向为 J ： 軸的方向，利用这个事实，卽在 
屮 E^=H^=O f 获 捫借助 于公式( 5 - 04 〕及 ( 3 ^ 6 ) 得到甚考系統 

^相对于原崁#考系統的速度 V 的方程如下： 

! 

T _ ExH 

' ~ v »^ i ^ + ip 

I 一- 

C 3 

c 在二次方程的两个根屮“然应該选擇的那一个 m )。 



第四章場方程 


§ 4-1. 第一对 麦克斯韋方程 

从場 E 及 H 的表士式 H-rot A ? 1 ^ -gi-ad p[(3-14) 

及 （3-15〕]， 很鞞易得到这两个場的方程，卽仅含有 E 及 H 的关系 
式。为了求得这些方程，我們应当从 E 及 H 的表示式中消去势 A 
及势？为此，我們来求 rotE: 

1 ^ 

rot E— — 一 -—rotA — rot grad^p t 

C €/t 

但是住何梯度的旋度都为零，而且 rot A = H ，所以 ， 

rotE = — (4-1) 

取方程 rot A=H 两边的散度，幷且記起旋度的散度等于零，我們 
匣得到 


divH^O. (4-2) 

方程 0-1) 及〔4-2)称为第一对麦克斯韋方程我們要注意， 
这两个方程还不能完全硝定場的特性。这一点可以从这个卓实淸 
楚地看出来，卽它們玦定了磁場对时問的变化(卽导数但 

是幷沒有决定导数 

方程 (4- i ) 及 (4-2) 可以写成积分形式。按照高斯定理， 


①麦克斯聿方程 （ 电动力学的甚本方租〕是麦克斯韋在 18 C 0 年首先建立的 

( 75 ) 



7G 


迖 w 韋 ^ 


^ divHdV--^ ^ Hdf ， 

此式右边的函积分应該 在包藺 着左边体积分所渉及之体积的封閉 
曲両上去求。根据 U -2 X 我們得到 

^ H.(Zf 0, (4-3) 

一个矢量在一个曲面丄的积分称为欠量通过 曲面的 通量。因此， 
磁場逋过每个封閉曲 ® 的通量为零。 

按照斯托宽斯定理， 

j rot E*<?f — ^ E-tHj 

此式 A 边的綫积分是沿舂 包 圍左边面积分所涉及之曲面的閉合曲 
綫而取的。沿着某一曲而积分(4-1〕式的两边，我們便求得 

^ 一+孟 •对. (4-4) 

一个矢量沿着一条封閉曲綫的积分称为該矢量沿該封閉曲綫的 
坏流。屯場的坏流也称为該曲綫內的电动势。所以任何封 閉曲綫 
內的电动势等于穿过由該曲綫所包 M 的曲面的磁通量反殳的时 
問导数。 

麦克斯韋方程 (4-1) 及 (4-2) 可以写成四度形式。用电磁場張 
A 的定义很容易証明 


9xt 3xi Sxj. 


(4-6) 


当 i ^ h ^ l 时,这个方程当然被滿足 （ H 为当时，1^ = 0)。限 
如指标 Z 中有两个相同，这个方程由于 At 的反对称性也沒有 
甚么新奇。将^^的 (3-54) 式代入，很容易 驗訑其 佘的四个方程 
G 社私 的四个方程〕好娃方程 ( hi ) 及 (4- 2)。所以 (4-5) 是用 
写成四度形式的第一对麦克斯韋方程。 
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§4-2* 电磁場的作用量 


由电磁場和場内的一些粒子所組成的整个休系的怍用量 
应当包含着三个 部分： 

『 (4-6) 

其中是作用量中仅仅与粒子的性質有关的一邡分。这部分作 


用#不是別的,就是自由粒子的怍用跫，卽当場不存在时的粒 T 的 
作用量。我們知逍， S 由粒子的 作用贷 是一咖[見 （ hi )]。 
脫如有儿个粒子，它們的总怍用沾就是單个粒子的作 Jl ] il 之和。 


因此， 



(4-7〕 


〜是与粒子及場两者之問的相互作用有关的那一部分怍用 
量。正如我們在 §3-1 节中所看見的一样，它的形式屉咖， 
或者在儿个粒子的情形下， 


8 


mf : 


2tI 




(4-8) 


在这个和的每一項內，為是粒 了所在 的那个时間和空問点的場的 
势。 和数^是我們已經知道的，它是一个电荷在場內的作 
用量 (3-1), 不过 在那里 我們笥單地用^米代表它。 

最后，心是作用量中仅饮与場本身的特性有关的那一部分, 
就是說， A 是場在沒有电荷时的作用麗^到現在为山，因为我們 
仅仅注意了电荷在某一已知电磁場内的运动，沒有注意到与粒子 
无关的量心，因为这一項幷不能影响粒子的运动。但是，暇如我們 
要寻找决定場本身的方程，这- 項倒是 必諧的了。这姑同下列事 
实相对应的：从作用量的、+6^这部分，我們只能求出場的两 
个方程，卽 U -1) 及 (4-2), 要由这一对方程完全决定場是不够 


的。 
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. 为了建立場的怍用鼂心的形式，我們从下面的电磁塒的 .® 要 
性 K 出發。实驗証明，电磁場滿 足所謂“叠加 原理' 这个原理可 
以叙述 如、： 股如一个电荷产生某一个場，男外一个电荷产尘第 
二个場，那么，两个电荷联合起求所产生的場，就簡單地等于每一 
个电荷單独所产生的 場的相 加。这就是說，在每一点的总場强等 
f 在該点的各个場强的矢和。 

場方程的毎一个解給出一个在自然界中存在的場。按照叠加 
原理，住何这样一鸣場的和也必嫉是一个在 Q 然界巾存在的場，这 
就足說，必須滿足場方程。 

大家知道，綫性微分方程怡恰具有这个特性，卽 任意一 些解的 
和也屋一个解。因此，場方程必浪是綫性微分方程。 

从这个討論可以推断，住作 用最仏 的积分号內，必定有一个 
場的二次式。仅仅在这个倩形下，場方程才是綫 性的； 因为場方程 
是由作用量的变分得来，而在变分的过程中 ，积 分号內的式子的幂 
将要减小一。 

贽不能包含在作用量心内，因为它們还沒有唯一地被确定 
(在中，缺乏这种惟一性幷不 m 耍)。因此，心应当是电磁場 
張量^^①的某函数的积分： m 丛作用迠必須是一个标量，因而必 
須是某一个标 a 的积分。此外，如上面已經説过的，在被积分函数 
內出現的这个标量必須是的二 次式。 

从〜 我們只 能迆出一个二次标: KC 見§ 3-11)。这就是，\ 
这个量是一个廣标量)。 

因此，心必須旮下面的 形式： 


( X ) JSf 的铽枳分驴数必沿 Hi 含’“/的时間导■数，为拉梏剧曰 ® 数 ，除坐标 
外： H 能訌含仑捫对时叩的一阶舁数，而在現在的情形下，場的势.山.起着坐 feK 卽在 
偎 wid 见原理屮变分按右来进行的变贷）的$用。&与力#屮类化 U 力@体 
系的拉科期 U 函数 diUk 岔杜子•的坐标和切円对时問的一阶导数 t 




4-2 电磁場的作用 量 
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dV ― dxdydz 7 


其中积分应該遍及全部空問和已知的两个瞬时之間的时間間隔; 


a 是某一常数。 积分 U 內的量是= -耵場 E 包含导数 

但屉很容易看得出来， (|f) 2 必須带着正 S 出現在作用量內 

(因而以必須有正号）。因为服如带着負号出現在心內，那 
么，势对时間的变化要是足够快的話（在我們硏究的时問問隔以 
內夂我們总能够使任盘太而使 A 変为絕对値任蕋大的負 

设。因此， A 不能奋为最小作用量原理所要求的最小値。0此, 
a 必須屋負数。 

a 的数値与測贵場的單位的选擇有关。我們注意，当 a 的一 
个确定値以及測 i 場的單位选定了以后，測童所有其他电磁量的 
單位也就确定了。 

从現在起，我們将采用所謂卨斯單位制，在这个單位制中， a 
娃一个无量綱的 M ,其数馗是一 

除高斯單位制外，还用所謂海維賽徳單位制，其中 
在这个單位制中，場方 程将屯 比較®利的形式（V不出現〕，但足在 
另一方商，#却出現在庫侖定律內。反之，在高斯單位制中，場方 
程包含着 7 T ，但是庫侖定律却有簡單的形式。 

因此 t 場的作 用量有 下面的 形式： 


I 6 ctt 


disdydsdT. 


(4-9) 


在此处，我們用代替了 出，而且整个式子都除以 r 化。在 
三度形式中， 

(E^^m)dVdt t (4-io) 


涣句話說，場的拉格朗日函数娃 
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馆四卑場方粒 


4=士| (以-趴，， C 4‘ ll 〕 

場連同其中的电荷的作用量有下面的 形式： 

— 25 wcrf 朴 -^Aj4x k -f- 1 ~^ jVf fc t?X2. (4-12) 

我們要注意，現在幷不尜在推导一个电荷在給定場內的运动 
方程那样假設电荷很 小,： 因此，也及 A * 是指实在的場而言，这 
个場就娃外場加上电倘本身所产生 的場; 現在 A 及与电荷的 
位置和速度有关。 


§4*3. 四度电流矢量 

到現在为止，我們 R 考虑了戍电荷。在自然界中，所有的电荷 
实际上是点状的，因为如在 §2-1 中巳經宥出的，每个基本粒于应 
当吞作一个点，而每个复杂粒子足由許多單个的基本粒子所組成^ 
然为了数学上的便利，我們时常設想电荷是在空間連續分 
布的。这时我們可以介紹“电荷密度” P ， 使等于体积 W 所包 
合的电荷。密度 P -1 般是坐标和时間的函数 3 在某一个体积內取的 
体积分 j 等于該体积內的电荷。 

这里，我們必須記起，电荷实际上是点状的， H 而除了点电荷 
所在点以外密度 P 都是零，而积分 ^ pdV 必須等于在給定体积內 
的所有电荷之和。因此 P 可以利用函数①写成下面的形式： 

p- 2e 4 5〔r — 匕)， (4-13 ； 

A 

式屮是对存在的所有电荷求和，而 h 則是电荷 Q 的矢徑。按照 
凼数的特性，这个函数除了在的点以外实际上都是零， 

而积分 J pdV = 2 


0 ) 見 81 哀。 




式中右边包含所有在給定体积内存在的电 荷。 

从电荷的定义可以知道，粒子的电荷娃一个不变量，卽屉說， 
电荷与参#系統的选擇无关。男一方面，密度 P -般来説幷不趙 
不变的，不变的仅仅是乘积 pdv . 

乘等式 de ^ pdV 的两边得 

de dx ^ pdVdx t = pdVdt ^ p - 

dt 

左边是一个四度矢觉（丙为“是一个标量，而心是一个四度矢 
量 X 这就意味着右边也是一个四度矢量 3 但心应当是一个标 
量（见 s 1-6), smp 鲁 是一个四度矢量。这个矢量(:我 們用夂 
来表示）称为四度电流 矢量： 

， dXi . 、 

J 产 Pi U-14 〕 


® a - 兩数50〕可定义如 下： 当 i 孕 0 Ptd (； O =0; 当疋=0时， a 〔 o ) = »， 而且 

十 Co 

J 1 S(ar)tiai=l t 

— CO 

从这个定义，可以推断出丁面的特性 :假如 /<>) 层 fri 的一个速續函数，耶么 

+ C 

^ /0〕 fi 0- a ) da ； = /0〕： 

其巾一个牿硃悄戈是 

^ /(*03(=0“ = /(0〕 

—m 

W 然， 积分限不一定是积分的区間可以是任何包含 fl - 菡数不为莩的点的茁 
圍)。 

我1円再写出两个3”凼数的凉式 3 这阴爷等式的竞思.是，它捫的左右两边在积分 
号內悄因子时給出同样的姑枭： 

6( — 二500， J(ccnO = Aff ( a ?). 

u» 

类似于定义一个変童 T 的^0,我們可以介紹一+三度^函:数 a ( r ) f 这个阑数 
除了在三度空間坐标的原点外，都是窣，而其適殳令部空間的枳分 碴是 1。对于这样一 
个函数，显热我捫可以用乘积来 卖示。 
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这个矢^的前三个分量构成一个普通空問的矢量，其分量为 

0,41，也就是矢量 

j = pVj (4-15) 

n 1 - v 是在給定点的电荷的速度。矢量 j 称为电疣密度矢量。 
四度电流矢量的第四个分堂是因此， 

ii ； s^ = j 江， v ， t，ji ™ ^P. (4-16) 

我們已經説过，在全部空間的总电荷，等于积分 j * WF (； 积分 
应 R 遍及全部空間），我們可以将这个积分写成四度 形式： 

^ ^ dV ^hS ^ dV = ^ i ^^ d8i ， (4- i 7) 

其中积分应該遍及整个与 A 軸亚 m 的四度空問的超平面（这个积 
分显然就是 M 及整个三度空間的积分 ） c 

一般說来，遍及一个任盘.超曲面取的积分 士 s j 鐵 是那些 
电荷的和，这些电荷的世界綫通过;这个曲面， 

我們来将电泷四度矢量引入作用量的表示式 （ H 2), 卽将 
該式中的第二項进行变換。按本节所述，我們可以引人以密度 P 
連結分布的电荷来代替点电荷、这时显然应該用 \^ P A 4 ^dV 
来代替 (^12) 中的第二項，用遍及整个体积的积分来代替电荷的 
和： 将^私仆写成 ~ ^ P ^— AidVdt , 我們看出这一項 
等 r - 

- j A di d5 ^. 

因此作用量^取下面的 形式： 

画告 j 山 jvm 十 .^__^ FUdnt (4 _ 18) 

§ 4-4. 連級性方程 

在某一个体积內的总电荷就等于遍及这个体积的积分 



^ 4-4 通雜 Jj . 程 83^ 

电荷对时問的变化决定 f ■'导数羞_ j f^ V o 

劣一方面，單位时間內的变化决定于眾位时問內离开 这个沐 
积而走到外闻去的电跫，或者反过来，由外画进入这个体积内的电 
最。在取位时間內經过包圍该休积的曲面的面元#的电荷等丁1 
pV - 打，此处 V 朵电荷在両元 M 所在的空問一点的速度。 矢量# 
如通常一样，沿着曲面的外法綫方向,就是説沿若由所考虑的休积 
指向外面的法綫的方向。所以假如电荷离开体积， pVdf 为正； 假 
如电荷进人体积 wVdf 就为負。因此 〆 £單位时問內离开給定体 
积的总电荷是$ pV . rff , 此处的 积分 必須遍及包閛这个体积的整 
个封閉曲面 ， f 

由这两个表示式相等，我們得到 



右边出現/負巧，因为假如在一 •个 給定体祝內总电荷增加的話，左 
边就是正的。方程 (4-19) 称为連結性方程，这小方程是用积分形 
式来表示电荷守恒的。注意到 PV 娃电流密度 [ 見 （4 〜 15) 式]，我 
們可以将 (4-19) 改写为 

~j pdY—g X (4-20) 

我們再来将这个方程写成微分形式。为此，我們引用高斯定 
理到（4-20〕式的 右边： 

^ j *^ f = ^ divjdv i 

将上式代人 (4-20) 式，我們得到 j (叫因为 

这个方程对 T 在一个任意体积上取积分都是有效的，所以被积分 
函数必須 为零： 

div j 十，卜 0. (4-21) 
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笫 四草盅方程 


这就是迆續性方程的微分形式。 

很容易証实，^的&函数〔4-13)自动地滿足方程 (4- 21\为 

簡便起見，假設总共只有一个屯荷，則 

p=eS(r-F 0 ) 4 


Sli 十电流 j 是 

J ^ eV $( p - p 0 % 

此处V 是电荷的速度。現在我們来确定导数电荷运动时, 
它的坐标要改变，卽矢设 h 要改变。所以 


伹是 


^df 


^0 _ 3 p 

Qt 

恰是电荷的速度V。此外，因为 P 是 r—h 的函数，所以 


9 p _ 9 p 
5 F ^" _ 3 p 4 


因此 


— V*grad —div(pV) 


(电荷的速度 V 当然与 F 无关乂因此，我們得到了方程（4-21\ 
很容易証明，連績性方程 C4-21) 写成四度形式則为 

裝 =0 . ⑽ 2 ) 


在上一节中我 H 已經看出，在全部空問的总电荷可以写成 
这个积分应該遍及超平面〜=常数。在另一瞬間，总 

电荷由这样一个积分必須遍 及与〜 軸垂 K 的另一超平面的积分 
給出。很容易証明，方程(； 4 _ 22 )实际上可导出电荷守愔定律，卽 
不論 我們在 那一个超平面4 =常数上取积分，积分 j jidSi 都是 

一样的。在两个这种超平面上的积分 j jidS , 之差 ，可以写成 

此处的积分是沿整个封閉的起曲面而取的，而这个封 
m 的超曲商是包圍着我們所考虑的两个超平面之間的四度体积的 




4 - 5 第二对 麦克新隶 方程 
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C 这个积分勾所求之差的差別是一个沿无穷远的“側”面（也屉超平 
面)的积分，但是在无穷远处沒有电荷，所以这个积分为零)。利用 
商斯定理 035) 我們叮以将这个积分钝換为一个遍及两个超平面 
之間的四度体积的积分，再利用就証羽了 

^ jidS t = ^ ^ kdn ^ o . (4-23) 

上面的証明很明®地对任意两个积分都是有效的，此 

处的积分是遍及住意两个无限超表尚 C 不仅是超平卤〜=常数）， 
每个超表固都包括整个(三度）空間。由此得到下面的結論，卽积 
分 j :? W 义不管是沿肴那一个这样的超曲面而取的，其値实际上 
是_同的 o _ 

§ 4-5. 第二对麦克斯韋方程 

在利用最小作用量原理来求場方程时，我們应当認为电荷的 
运动为已知，而只变分場，卽 R 变分势;另一方面，在求运动方程 
时，我們又認为場为已知，而只变分粒子的軌道。 

所以(4-18〕式中第一項的变分是零,而在第二項中，我們不能 
变分电流 A 。 因此， 

(去，▲明个= 

将叫 — 3山/如代入，我們就得到 

88 = f - i/i F ih d(^^ A y]\dn = 

J *c l. c 8 tt \9a ? i： dxi}) 

-f 土{丄如木 一 J F ih ^A h -h J - 

J L c Sn dxi 8tt dx^ v } 

在第二項中，我們将指标 i 同 fc 交換，其中 （ fc 是求和指标，此外 




.某四枣場力砠 


用 一〜 代昝“ ， f 足我們得到 

阽 = : ㈣ +士 ^^; 8 山 } rfa 
将第二項作部分积分，晚句話説，就是应 H _ j 高斯定理： 

iS 卜 °十 


-f 4 -J.- j UA'.dsJ. (4-24) 

在第二項中，我們应当取它在积分限上的値。 坐标 的积分限是在 
无穷远处（:因为我們所考虑的是整个場夂在无穷远处的場为零 c 
在时問的积分限上，就足在給定的初瞬間与末瞬間；势的变分为 
零.因为按照最小作用*原理的盘思，場在这两个瞬間是紿定的。 
因此， （ 4 - M ) 式中的第二項为零，从此我們得到 


闵为按照 a 小 m 用 a 原理的意思，变分是任意的.，所以 s 庆的 
系数应当等 于零: 




. 


(4-25) 


这四个方程 0=h2, 3 ? 4) 是写为四度形式的第二对麦克斯韋方 
程。我們現在来 W 出它們的三度形式。染一个方程(彳=1)是 

^11 丄 丄丄 1 ^14 „ 477 , 

十 十& 十 

将 (3-50 式的心*的分虽値代入，得到 


9H S 9N ?/ [ 9E t , 4tt * 

■^ r — m 广 


这个方程連同 5 = 2 , 3 的两个方程可以写成一个矢量 方程： 

ro tH=lg + l ! Lj . (4-26) 

C dt C 

最后，第四个方程 0 = 4 〕是 




§ 4-5 笫二对安克斯皐力程 
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^ 十^十 

9 x 2 y 2 z c 

或 divE = 4 ^ rp . (^- 27 ) 

方程 （ 4 〜邪）及（ 4 _ 27 )是瓜矢跫写成的第二对麦克斯苹方 
程 1 ^ . 和第一 对麦克斯韋方 e —起，它們完全确定电磁場，是电磁 
場理論，或如通常所說，是电动力学的基本方程。 

現在我們来栉这些方程写成积分形式 ^ 在某一个体积上积分 
(4-27), 应用高斯定理 

J <MvEdY= ^ E.rff, 

我們得到 

号 E*dt = 4=^ pdV, ( 4 ^ 28 ) 

囚此，电場通过一个封閉曲面的通 W 等于^■乘曲面所包圍的体 
积內的总电荷。 

在一个非封閉曲面上积分〔4-26〕应用斯托克斯定理 

我們得到 

客 J E-^f + i 77 jj-rff, 029) 

我們称 ^ 030〕 

4 ; 7 T Ot 

这 个量为 “位移 电流' 从 (4-29) 的下面的形式 ： 

( ㈠ 1 〕 

我們知道，磁場繞着任何閉曲綫的环流等于穿过此閉曲綫所包 os 
之曲面的眞实电流与位移电流之和乘 坤， 

①麦克斯韋方甩应用 r 眞空屮电螆塢連位于其屮的…个点电荷的形式是由 
洛倫茲定出的 c 




笫 P4 皁場友程 


从麦克斯韋方程，我們可玖得到已經知道的連績性方程 （4- 
2 l ) o 取 (4-26) 式两边的散度，我們得到 


div rot H = 


I div E +~ divJ _ 


但是按照 (4-27) 式 divrotH ^ o ， 而 divE = 47 rp 。 因此我們又重 
新得到了方程(4-21)。在四度形式中，从(4-25〕式我們可得到 


it = 4 tt 9 j { 
dxidxk c ' 

但是因为 fa 的反对称性，用一巧< 代替 Fu ， 再将指标交換，則得 

_ ^ki = ___ 糾〜 

9x^^cj : ^x^dxi } 


从这个方程可以得 ! U 于是我們得到了写为四度 

形式的連續性方程 U -22)。 


§ 4-6 -能置密度和坡印廷矢童 

我們用 E 乘(4-26〕式的两边，用 H 乘〔4-1)式的两边，再将所 
得的方程相加，則可得 

应用众所周知的欠跫分析公式 

div(a x b} — b*rota —a*rotb 3 

我捫改写这个方程 如下： 



(4-32) 

(4-33) 
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将 (4-32) 在一个体积上积分，幷在右边第二項中应用高斯定 
理，則我們得到 

^ J . E ^ B ldV = - j j-E S*dt r (4-34) 

假如积分是遍及整个空間，那么，両积分就等于零 (:因 为在无 
穷远处場为零〕。此外，我們可 a 用对所有电荷求和的式子2 

来表示积分 j * 厂幷按 (3-1 S ) 式，将 

eV*E = 


代人(此处 = 挪 V 那么（ 4 -糾)式化为 


r C 

tlj ^~~S'iT 


dv i- y Sk^ 


(4-35) 


因此，对于一个包括电磁場及在場内的粒子的閉合系，上面方 
程括号内的踅是守恒的。括号内的第二項是全部粒子的动能〔还 
包括掙止 能）；因而 第一項就是場本身的能量。因此， 我們祢 

㈣ ) 

为电磁場的能量 密度; 它是場的毎一个單位体积內的能量。 

假如我們在住何一个有限体积上积分，那么，（4〜34)式中的商 
积分一般不等于零，因而我們可以将这个方程写成下面的形式： 

2 “+-§“，⑷ 37 ) 
其中括弧內的第二項的求和仅涉及所考虑的体积内的各粒子。上 
式的左边是場与粒子的总能量在單位时間內的变化。因此，积分 
^ s -^ 必須認为是經过包圍給定体积的曲面的場能量的通量，因 

而坡印廷矢 M S 就是这个通 显密度 ——在單位时間內流过曲面的 
單位面积的場能迓⑤。 


③我們假定，在邡一暁問，所研究体积之表面本男上无粒子，如果不是迗样，那 
么，在右迠砹当包括穿过曲面的粒子的能量的通置。 





笫四聿場方锃 


§ 4 - 7 * M 量〜冲量張量 


在上一节屮我們已經求出电碰場能 婧的表 示式。現在我們来 
求出这个式子及場的沖骷的四度形式。为簡 f 更起兑，我們現在只 
考虑无电荷的电磁場。为了以后的应 ifK 对于引力場的应用〕，也 
为了簡化計算，我們在一般形式下进行推导，而不牝体系的具体类 
型特殊化。因此我們4虑一个任意体系，它的作用量积分为 

氯 ) rfF 心去 j Ada } (4-38) 

其中 A 是一呰量是用米描写这个体系的〕和它們对坐标及肘 
間的第一阶导数的某一个两数 C 对于电磁場而言，四度势的分鼍就 
姑这些以为簡便起 W， 这里我 H 只写了一个 L 我們应注意， 
空問积分 j 是这个体系的拉格朗 u 函数，所以 J 可以 SS 为 
娃拉格朗口幽玫的“密度％体系的閉合性的数学表不是 △ 不明 
显地与〜有关，这同閉合力学体系的拉格朗曰函数不明显地勾时 
問I关相娄似。 

按照最小作用 S 原理，运动方程 C 假如我們硏究某种場，它就 
是場方程)可以变分 S 来得到。我們有(为簡便起見，我們用符号 

g， i ^ dqfdxi )^ 

= 1[1^ 69 + !^-] dn=o - 


被积分函数內的第二項經过用高斯定理变換后，在整个空間內取 
积分将等于零，如是我們就得到下面的“运动方 程”： 


d 9A 9A_ 
i 9 q ° 


(4-39) 


(当然应当在重复的 指标〗 上面求和）。 




§ 4 -T @ 贷〜冲贽搔虽 


fll 


其佘的推导与在力学中推导能迠守恒定律的过程相似。亦卽 

写出 

3 A ^ 9 A. + _5A t 
9^i 9g 9^i Sq y j ； 3x { 

将 (；4-39) 式代入，幷注意却， fc / 如我們 
便得到 

3 A 3 / 3 j\ \ 3 A c?5f ? ^ 5 / 9A \ 

+ 9 £ A q, { '^r 


另一方面,我們可以7? 


益 = ^ 所以 


9 A 
如 k 



引用符号 〜4 A — ? ，居 

我們可以将上面的关系式写成 


2办 


0. 


(4-40) 


(4-41) 


我們应注意，假如不是一个而有儿个 M 那么，代替 (4-40) 

我們可 a 写 

〜 = LA -(4-42) 
I 7 

但萆在 §4-4 中我們&經吞出，方程94/如亦卽一个矢 
景的四度敗度等于零，就相当于説这个矢 a 在超曲面(这个起曲面 
包括螯个三度空間）上的积分 j 土心％守恒。 ® 然类似的結 iu - 对 
于一个張的散度也是成立的。 ^,/9^0 这个方程就相当于 
說 ， a 在超曲商上的积分 

A ㈡ 常数 xjTW 心 
为分儳的矢量匕是守也的。 

可以把这个矢量旮作是体系的四度冲贵 矢量。 我們要这样来 
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笟四窣場方锃 


选擇积分导前卤的常数，使欠兌心的第 K 个分量按照前面的定义 
等于这个体系的能 fit 乘以为此，我們要注意，如果在超平面 
h = 常数，匕可以写成下面的形 式： 

P 4 = 常数 I T iJr dS ,= 常数 j T^dV, 

另一方固，按照 （4 〜 40) 式， 

〜 =_3 .每+厶卜聲） 

这个量同通常的联系能量与拉格朗日函数的公式吻合，它应 
当被認为是体系的能量密度。因此 一 pV ^ 就是体系的总能量。 

所以我們应当使常数=一+，最后我們枵到体系的四度冲量表示 

0 

式 

Pi ^ - Tij ： dSi- t (4-43) 

張量称为体系的能量-冲量張量。 

必須指出，張量？^的决定灾質上不是唯一的 。 事实上，在 
由方程所定 X 的張量上，我們还可以加一个形式如 
的量，此处的是任意一个对 两指 fe 的为反对称的 

張量。經过这样的变化后，新張量还能滿足方程 C 4-41) .，因 
为如^ £ = 0 。 体系的四度总动 ㉟ ， 心在这 种情况下一般 
是不改变，因为按腊 C 1-36) 我們可以写 

傻叫抡令 O 十義 

此处，等式左边的积分是遍及一超曲面，而右边积分应遍及“包圍” 
此超曲囟的（普通）曲面。这个曲面在 H 度空間中显然是在无穷远 
处，而因为場或粒子在无穷远处都不存在，所以这个积分为零。因 
此体系的四度冲量是唯一决定了的黾。为 r 唯一地确定張量 
我們可以利用这样一个条件，卽体系的四度冲量矩張量(見 §2-6) 




___ § ^ 能最伸虽張 it 那 

可借助于下式用四度冲覺:来 衷示： 

^ ik 7 ^ ^ ( xidP t — i )= — — soj / T ^ i ^) dS j (4 _ 44) 

就是說，不但是体系的总冲量矩，而且还有它的“密度”都可按普通 
公式以冲沿的“密度”表示之。1 

很样易确定能量〜冲量張量应当滿足呰什么条什，才能怍到这 
点 C 

如我們 已經知道的，冲量矩守恒定 律可以 用在的积分辱 
內的式子的散度等于零来表示。因此 

exi 1 

注意到^^/以;= 6"，而 9 Tm /9 x ；^ o 7 我們可由此得到 

或 = T ^ 1? 〔4’45) 

卽能最-冲量張量必須是对称的。； 

我們耍注意，一般地說，用公式 (4-40) 定义的幷不是对称 
的，但是加上了象这样一个式子玖后,就可使它变为一个 
对称張量， 0 m 当然要合适。 

枞梪(§ 1卜4)我們可以看出，有一个直接的方法去求得一个 
对称張 fiAh 上面已經說过，假如我們将 (4-43) 的积分在超平面 
% =常数上进行，那么，心就取下商的 形式： 

Pp — + jVi ，， (4-46) 

此处的积分遍及整个(三度）空間。旣然心的空間分量构成体系 
的三度冲量欠跫而且旣然时問分贵是它的能跫乘玖 i / c , 那么分量 
可以称为“冲量密度”，而一?^則称为“能 i 密度”(就是 
單位体积內的冲量与能1)。 

为了明白的其余分量的意义，我們挦守恒方程写 
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成三度形式： 

丄 ㉟ 1* + 9 . Ti ±=，a - 1 - 9Tas 

ic ’ tc 9 i 9 ^^ 


(4-47) 


我們将这两个方程在空間的一个休积內积分。从第一个方程得到 

用高斯定理变換第二个积分，則得 

T ^ dV = ic ^ T ^ d f^ (4-48) 

此式右边的积分应該在包圍体积 F 的曲面上取。左边的式子是体 
积「中所含的能 t 随 M 間的改变率；因此，右边的式子显然是穿 
过休积 P 的边羿面的能量，而 — 則是能量通量密度——單位 
間內穿过單泣面积的能量。因此，能的通量密度等亍冲量密度 

从笫二个方程，我們可同样地求得 


^ 气 〔 -Ta^)dV u — I T 叫 (4-49) 


式子的左边是在單位时間內，在体积7内的体系的冲量 变化； 所以 
^ 就是在翠位时問內从体积 V 穿出来的冲量，而7^則是 
^量的通量密度。能量的通量密度是一个矢蛍；因为冲量的通量 
本身是一个矢量，所以冲量的通量密度必須是一个張量 C 这个張量 
的分量是在單位时間内穿过垂直于 〜 軸的單位靣积的冲量 
的《分量)。 


§4-8. 电磁場的能量-冲最張置 


現在我們来应用前节所得的一般关系到电磁場中。对于电磁 
場， （4-3 S 〕 式中积分号內的遣，按照 (44) 式，应該等 T 
A — 1 ps — ] p A i 9A hV 

A — 兩〜 ㈤ 厂 



】 tl 磁場的能蛩-泞呈張暈 




g 这些 a 屉場的四度势的分景土。代人張量？^的定义 (4-42) 
內，可得 


9 xi ^/9 Ai 

CPI ~ m jz - 


+ SaA f 


为了訐算此处出現的 A 的导数，我們来求变分 5 A 。 我們有 
6 A= __ L/^ 1 J _ 9 Aj\ d / 9 A r _ 9 AA ^ 

877 \ Q^Cjc ^ x ) 2 xi ) 


8 tt \ Q ^ e-jc / \dxt 


K 嚶 - 


交換指标幷利用則得 


5A = —— g 5 -- ― - 
4 tt Jxj ； 


由此可見， 


因此 


tS ) 


八 h 


▲ ’ 

4 tt 


!6 ?r 




为了使这个式子对指标〗及&为对称,我們加一項- 

到这个式子上，这一項具有导数 备户如 的形式，因为 
^ A i ^ 3( 山 D 

- — J ft! — - - - -- 一 - - - -7K - 

c^Xf <s?Xf <7X1 <?Xi 

(按照麦克斯韋方程 （4-25), 在沒有电荷的点上， 9 ni /9 x t = 0 ) o 
因此，正如上一节所述，这一項实际上可以加到能量-冲董張董上。 
旣然—3 = 那么我們可求得电磁場能量-冲量 
張量的表示式 


Tih = ^( 兄而- + 


(4^50) 


很荇易記明，4磁場的張量滿足= 此外，它还有 
个特性，就是对角綫上的項之和 为零： 
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第四翠揚方氆 


Ta 0. (4 - 51) 

現在我們用电場和磁場来表示張量的分量 s 利用的 
分量的表 i 式 (3-54), 很荇易求得的表示式如下： 


T. 


4 tt 


(— K^ s -B a B & + 舍 （W + 丑％ 


% 


凡， T ^, 


W 


(4-52) 


式中研 = |( 砂 +讲)是場的能 i 密度，而 S =^ExH 則是坡 

印廷矢量。三度張称为安克斯韋应力張最。 

到現在为止，我們只考虑了沒有电荷存在的場 3 膜如有粒子 
存在，那么，場和粒子的总能量和总冲量就等于場的能量和冲量与 
备个粒子的能量和与冲 ii 和，就是說,四度总冲量娃 


一 T u4Si : 十 (4-53) 


式中是粒子的四度冲量，而求和时則应該包括場內所有 
的粒子。写成三度形式的場和电荷的总冲量是 


而总能量則是 




+难証明，按照 （4- 幼〕式所定义的确实是守恒的^下面 
我們来計算欠量 i % 在时問心內的变化 dP io 我們可以用与在 
§4_ 4 中求电荷变化的类似方法求之。在某一瞬間卜可由公式 
(4-5 3 )来决定，公式里的积分遍及整个超平闽〖=常数。 在 t+dt 
的 瞬間，广可 由同一个公式决定，公式中的积分現在遍及超平面 
t 十山=常数7而粒子的冲是則是在《 +价瞬間的冲量 c 在这两个 
超平面上的积分 j ^ J ^ S , 之差可以写成积分 g 的形式， 

这是一个遍及包圍这两个超平面間的四度体积的超曲商的积分 




电磁場的能量-冲 童張量 


(在无穷远处，場等于零，因此在“边界超曲固 ”上的 积分为零乂因 
此， 

dPi ^ — ^ dpr * 

用高斯定理，則 

dPi ^-- L ^ (4-54) 

公式中的积分是遍及两个相距无穷近的超平画問的四度体积。 

〔4-54〕中的第二項可以利用电荷在場內的运动方程 (3— 52〕变 
換之》卽利用 

学 = ±F iJc u kf 

as c 

将此式乘 a 心, 則得 

dp^ = ~ Fnd^ = — Fij, 

c c at 

引入电荷密度 P , 則我們有 

- P 〜 -p ^iKhdV, 

此处九是四度电流矢量。但是这个式子可以写成下商的 形式： 

2 d Pi ^^^ F ihj , dn } 

式中的积分所涉及的体积与 (4-54) 式中第一項所涉及的体积相 
同。因此， 

奶一 IK 髮 + 似 


另一方商，利用麦克斯韋方程可以証明被积分函数为零，因此 
% 

Si % 为零，就是説，确实是守恒的。为了証明这一点，我們用 
(4-50) 式谭出 


^Tih _ 1 / 1 PF 2 Im s 」 3 









98 


第四韋場方程 


将麦克斯韋方程〔4-5)及(4-25)，卽 

^ib _ 9Ft m _ 9F Vl i di ( \t 

^ ^ ^ ~ g ^~ - 9 -~- 

代入，幷記着張量是反对称的，則得到 


3 Tih _ I / 1 9 F mi p r 1 9 Fn ^ 



3 a?it 


F H 


4 tt 

c 



交換指标很容易証明，右边前三項相互消掉 r ，因而我們得到 
了所要求的結果： 

U ⑽ 〔㈣ 


这个方程是方程( 4 〜 4] .)的推广，是电磁場連同其中的粒子的能量 
守 m 及冲量守 恒定律 的数学表示。此方程的第四个，很容易驗証, 


同方程〔4-32) —样: 


習 理 

1+求电磁揚能童-冲 盈張甭 的主値 。 

解：在某一个坐标系統中，如里 E 向 H 是平行的，那么，張萤 Tifc 在这个坐栋杲 
統中将取对角形式，这时 

-T tl -T tt = T a3 = -T t4 = W 

(X軸是沿者勘的方向 L 

假如 E 冏 H 相年垂虹■其 絕对脩 相等，那么，就 f 能化为对角杉式。在这种 
\ m ， T ik 的不为笮的分里是 

-T 4i = T ls ^^i f J\ s T=zW 
_是沿着 E 的方向 ， 軸是沿着 H 的方向乂 
2 . 求屯磁場的能员-冲 t 張堂的分虽的洛倫茲变換公 v 
解： 从一般公式 aws) 及 cisg), 我們得到 

+ 2 ^ V 1 T = T “、 T yz = T 

1_ 〆 

〜?/= ，— + V Sj ； = -. U 心(1+工）+ VW ^VTss 




s 4~y 維％ 定理 






TI -— V s (TP + 2 f a ^.+ 
卜 d 

及对千&， T XSf T ^ 的类似的公式。 


fry 
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§4-9. 雑里定理 


讓我們来硏究一个彼此沒有相互怍用的粒子体系。引用以梠 
应的方法确定的能贷 - 冲量張 ii: ， 可以把体系的四度总冲 i 写为四 
度形式。为此，我們用 “ 質 il 密度 ” 来描述質這在空問的分布，这就 
象我們用电荷密度来描述点电荷在空間的分布一样。用与 4 荷密 
度公式 (4-13) 相似的公式，質量密度可以写成下面的 形式： 

〔4-56〕 

A • 

式中的是粒子的矢徑，求和足对这 ^ 体系中的所有粒子进行。 

粒子的 “ 四度冲量密度 ” 有的形式。我們知道，这个密度 
是能量-冲量張量的分曼一 j r 叫卽 7 T 4a = — ifxcH io 但是質量 

C 

密度 p 是四度矢 s -f e f ^ 的时問分量 (: 同电荷密度相似，見 

§ 4-3), 因此，一个彼此沒有相互作用鈉粒子体系的能量-冲贵張 
量是 

Ta 呼令 d S~^^ CUi u 4j * ( 4 - 57 ) 


这个張量是对称的，它也应該是对称的。 

求能量-冲证張逼（4-37〕式的对角棧上的項之和，卽 Ta & 
个量，我們得到 


Tu= pidUiUi 


ds 

dt 



ds 

St' 


将 dtVi ~ v 卞]^ 的 (4-5 G ) 式一幷代入，我們得到 





Ta ^ - ^ (4-58) 

A 

由此 1 可兑， 

很容易 S 止明，（4〜58〕式对丁-任何彼此相互怍用的带电粒子体 
系是侖效的。事实上，这柠沐系的能冲®張量可以写成張量 
U -57) 同这些粒子所产生的电磁場的能量-冲量張之和。但是 
对于电磁場，我們常有 T^oa 4-約。因此，我們証实了，对于任 
何物理系統， 

y“<0 ， C4-59) 

幷且式中的等号仅对于沒有电荷存在的电磁場才成立。 

現在我們考虑这样一个带电粒子体系，当它們在运动的时候 
表征它們的所有的量 C 巫标、冲量）都在有限范圍內 变化; 这样的运 
动称为似稳定运动。讓我們米确定这个体系的总能蓳在的时間平 
均値。为此，我們取(4-4 7 )^屮的第二个方程的时間平均値。在 
求平均値的过程中，我們必須記住，导数33^/3的平均値，正如 
任何有界函数的马数的平均値一样必为零@。因此，我們得到 

^ y 一 0 

我們用〜乘这个方程，拌将它对整个空間积分。我們用高斯定理 
来变換这个积分，幷記 若在无 穷远处 ApO (运动是在空間的有 
限区域内进行〕，所以面积分 为零： 

© 設 / ⑴是这样一个函数，那么的异数經过一分时間間隔 7 1 的平均晗是 

dt T w) dt T • 

o 

旣热 /( o 仅在有趿范圍內变化，那么，当 r 趋向无文大时，■^显然趋近于翏 a 
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因此， j T aa dV ^ 0. C4-60) 

根据这个等式，对于沪,^3、+宁 44 的积分，我們可以写出 
^ f „ dv = ^ r I \^ dV =-$. 

ft/s , 用的表示式 C 4-5 fO 代入 HIJ 得 

肩= 2 mAC% ^ 1_ ^2 * (4-61) 

A 

这个关系，决定似稳定运动之能量平均値，就是經典力学的維 
里定理在相对論中的推广。对于低速度方程 (4-61) 化为 



就是說，总能最(减去靜止能)的平均菔等于动 fig 平均値的 ft 数 
—"这是与經典力学中一个带电粒子（按照庫命定律相互怍用着) 
的体系的維里定理相同。 

我們要注盘，^<2就是說总能量的平均値小丁粒子 

A 

的舺止 能之和，这也足应当的，因为否則的話，粒予就可以跑向无 
穷远处，而这个运动就不可能是似稳定的了。 

§4-10. 宏覌物体的前曩-冲 曩張曩 

我們現在来硏究一个宏观物体，扑且求它的能量-冲量張量。 
穿过这个物体表面画元#的冲量通量就是作用在这个面元上的 
力。所以尨是作 ffl 在这个面元上的力的 a 分量 3 現在我們 
引用一个参考系統，在这个系統中，物体的一个指定的体积元是 
靜止的。在这样一个荟考系統中，帕斯卡定律是有效的，卽是說, 
作用于物体的某一部分上的压力在一切方向都是相等的，而且在 



10^ 第叫阜湯方毡 

^ . . . . • •— *• ^~ " ■ 

无論任时地方都垂直于它所怍用的面③。因此，我們可以写 
dfg ^ pdf ^ 从而 

^< AB ~ P 

式中，: p 是物体內的压力。分 ii 表冲量密度，它們在我們所 

用的参考系統中，对于指定的体积元来說，等于零。分蜇？、总为 
物体的能量密度,我們用 s 来代表它 W / d 是物体的質量密度，卽 
每單位体积內的質量。我們着重指出，我們在这里所討論的是單 
位"固有”体积，也就是在这样一个参考系統中的体积，这今系統 
中，所指定的物体的那部分是靜止的。 

因此,在我們所考虑的参考系統中，能量-冲量張量(所指定的 
物体的那部分的）有如下 形式： 


Tijt = 


P 0 0 0 
0 P 0 0 
0 0 P 0 

0 0 0 —总— 


(4-62) 


現在很容易求出宏覌物体在一个任意参考系統中的能量-冲 
里張量的表示式。为此，我們对于物体的一个体积元的宏覌运动 
引入四度速度〜。在那个体积元是睜止的参考系統中，四度速度 
的分量= At 的式子必須如此的选擇, 陡它在 这个参 

考系統中取 (4-62) 的形式。很容易証实,它等于 

+ 〔4-63〕 

这个式子就是一个宏覌物体的能量-冲量張量。写成三度肜 
式，它的分量是 


①严辂地說^帕靳卡沾律仅 仅对予 液沐及气体有钕。但县対千固体，在不同方 
向的应力的最大可能差，較之在相对掄中町双起作用 的应力 ，是微不足道的，因此，我 
們也轼不考虑 它了。 
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m 一 

丄 rtS — 




CM 1 


V ^\ 

一 d 


+ jp \. 


十二 U’ 


r 44 = 


^IT 


(4-64) 


假如宏覌运动的速度〜比光速小很多，那么，我們就近似地有 

I - 

旣然 一+h4 = $0+0〜是冲量密度，那么 

我們可以看出，在这种情况下，十0就起着物体的質量密度 
的作用。 

假如构成宏覌物休的所有粒子的速度都比光速小很多（宏覌 
运动速度可玖任意的式子就可簡化。在这种情况下，在能量 
密度 S 中，我們可以略去所有比靜止能为小的各項，亦卽我們可以 
用来代替\此处 P 是在物体的單位（固有）体积中所有粒子 
的質量之和(我捫着重指出，在一般情况下，0应当与物体的实在 
質量密度^有差別，后者还包含着与物体內之粒子的微現运动的 

能量相应的質量，及与粒子被此相互怍用的能量枏应的質量)。由 
分子的微覌运动的能量所决定的压力，在这种情形下显然也比靜 
止能 M 密度小很多。因此，我們求得？^的表示式 

f [ (4-65) 
从 （4-63) 式，我們得到 —s + 3 p 。 任何体系的能最-冲 
量張量的一般特性 (4-59) 指出，一个宏現物体的压力与密度总是 
滿足下面的不 等式巧 


①仅仅电磁波才能达到搔哏値 P = 
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(4-60) 

現在讓我們将？ 一 s + 同一般公式 (4-5 S ) 相比較，我們 
知道后一式对任何参考系統都楚有效的。旣然我們現在是考虑一 
个宏观物体，那么就应当将 （4-58) 式对在單位体积內的 P 的所有 
肮求个均。因此，我們得到胃 

s — 3产2 ( i -67) 

A. 

(求和应对在.單位体积內的所有 粒子进 行)。 

現在来把得到的公式应用到一祌理想气体中去，我們股設这 
种气体巾完全一样的粒 T 紐成。旣然理想气体的粒子彼此沒有相 
互作用，那么我們便可以应用公式 U -57), 而只須先对此公式取平 
均就行了。囚此对于理想气体， 


式中，《是單位俅积內的粒了-数，上面的一撗莊对所有粒子求平均 
M 的意思。假如在气体中沒有宏覌运动，那么，在左边我們可 a 用 
〜 的表示式比較这网个公式，我們衍到 方程： 




( 4 - 63 > 


这两个方程是用粒子的速度来表示祀对論中理想气体的密度与压 
力' 第二个方程代替了大家所知道的非相对論性气体动力論中的 
公式。 
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§5-1. 庫侖定律 


对于恒定电場，或者如通常所說靜电場,麦克斯韋方程有下面 
的形式： 

div E = 47rp ? (5-1) 

rot E — 0* (5-2) 

电場 E 可以只利用一个标势来表示 如下： 

E= —grad q>. (5-3) 

将 (5-3) 代入 C5-1)， 我們得到一个恒定电場的势所应滿足的方程 

4ttp. (5-4) 

这个方程称为泊松方程。就持例言之，在眞空中，卽当 P = 0 时，势 
滿足拉普拉靳方程 

— 0* (5 - 5) 

从上商的方程可以得出一些結謫，例如断定电場的势沒有一 
处为最大或为最小。卓实上，为要使 P 有極端値，那么， P 对于坐 
标的一次导数必須为零，而二次导数 U，g 又都有同样 
的符号。后一要求是不可能的，因为滿足了这样的要求，就不能滿 
足 (5- 5〕了。 

我們現在来求一个电荷所产生的場。从对称的考虑可以知 
道，場的方向是从电荷 e 的所在点沿着矢徑指向空間各点 c 从同 
样的考虑还可以知道，場的大小 E 仅与离开电荷的距离 B 有关。 
为了求出絕对値，我們应用方程 (S-1) 的积分式 U_ 28 )。 穿过一个 


〔105) 



K:6 


第五幸传定揚 


半徑为尽包圍着 e C 以 e 所在点为中心)的球面的电場通量等于 
坎这个通量必須等于由此，我們得到 

M 

B 2 ' 

用矢量符号表示，場 E 可以写成 

E = S . (5-6) 

因此，一个点电荷所产生的場与从电荷算起的距离的平方成反比。 
就是庫命定律。这个場的势显然是 

_ 去- (5-7) 

假如我們有一个电荷体系，那么，按照叠加原理，这个体系所 
产生的电場等 f 备个电荷單独所产生的电場之和。这个場的势是 

A 

式中 I 是从电荷 O 的所在点到我們求它的势的那一点的距离。 
假如我們引用电荷密度 P , 这个公式就变为 

' ^ dV t (5-8) 

其中 S 晏从体积元抓到給定点的距离。 

将点电荷的户及 P 的値，卽及屮代入 （5-4) 
式，我們得到一个数学关系 


A(-】)= 一 4tt5(R). 


(5-9) 


§ 5- 2. 电荷的靜电能 


我們硏究一个电荷体系，幷求它的能量。我們将从場的能量 
的槪念出發，卽从能 S 密度的公式 (4-36) 出發来討論，一个电荷 


雀 





r 


§ 5-2 电荷的静电能 
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体系 的能延 应当等 T 

1 { dV , 

Sw J ， 

其中 E 是諸电荷所产生的場，而积分則应該遍及全部空間。将 
E =— grad 炉代人，則可按下固的方式来变換 

U = — ^— f E _ grad ip dV = 




^ qj div E dV^ 


按照高斯定理，第一个积分等于 Ep 在包圍积分体积的曲面上的 
积分，但是因为場在尤穷远处为零，而积分又要遍及全部空間，所 
以第一个积分为零。将 dWE =47 r P C 5- l ) 代人第二个积分，則得 
到电荷体系的能量表示式 



R(P dV. 


Cfi-io) 


对于一个点电荷体系，我們可以用对电荷求和的符号求代替积分 


号: 



2 ~ 

A 


(5-11) 


其中，〜是所有电荷在^所在点所产尘的場的势。 

按照庫侖定律，睱如我們应用所得的公式到一个基本带电粒 
子(例如电子)和粒子本身所产生的場上，那么，我們就得到一个結 
論，卽电荷应当具有等于 if 的“固有”势能，此处?>是电荷在其所 
在点产尘的場的势。但是我們知道（兒 S 2 1 ), 在相对論中 f 每一个 
基本粒子应当当作一个点。因此，基本粒子的場的势= 4在 

的这一点变为无穷大。这样一来，按照电动力学，电子就应当具有 
无限大的“固有”能，因而也就有无限大的質量(等于能量除以#乂 
这个結論的物理荒謬性表明，电动力学本身的基本原理就 导致一 
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个結果，卽电动力学的应用应_限制在一定范圍內。 

我們耍注意，从电动力学，我們得到了尤限大的“闽有”能量与 
質帚，因此在电动力学屮就不能捉出到底电子的总質量是不是电 


磁質 S : 〔就是与粒子的电磁固有能有关的質量）这个問題。 

旣然基本粒子的沒有物理意义的无限 大“固 有”能的出現，与 
粒子应 a 当作一个点看待的孕实有关，那么我們可以得出結論:作 
为一个邏輯上完备的物理理論的电动力肀， 当过渡 到充分小的距 
离时，就成为自相的了。我們可 a 提出这个距离舍多人数量 
級的問題。注意到电子的电磁固有能与靜止能同数量級，就 
可以答复这个問題了。 

另外一方面， 暇 如我們 認为电子具有一定的半徑馬 ，那么 ，它 
的同有势能应該与^同数量鉍。从这两个蜇 应同級 的要求，亦卽 

从的要求出發，我們得到 



(5-12) 


这 个大小 (称为电子的"半徑”〕决定了电动力学适用于电子的 
范圍，这是从它的基本原理得来的。但是我們应戠注意，实际上, 
由亍跫子現象②，电动力学应用范圍比我們在这里所确定的范圍 
〔所謂“經典范圍”)还要小得多。 

現在我們再回到公式0-11)。从庫命定律知遒，公式中的势 
VA 等于 

㈣ ) 


其中，是电荷間的距离。能量的式子 ( 5 _ 11 ) 包含两部 
分 3 第一，它包含一个无限大的常数，卽电荷的“固有”能，它与电 

③踅了效钲在与同数设級的匝离 上紈 变故汲重要了，此处的 A 是普瑚宪 
常绞。 
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荷之問的相 E 位置 无关。第二部分屉电荷的相互作用能，它与电 
荷之間的相互位置有关。显然，物迎学上关心的仅仅是第二部 
分。这部分等于 

U "Y 2 €A (5-14) 


其中， 




(5-M) 


是除了 ^以外的所有电荷在^所在点产生的势。換句話說，我 
們可以写 

A^B 


就特例言之，两个粒子的相互怍用能是 




(5-17) 


§5-3. 等速迗动电荷的場 

我 f 門来求一个以 F 等速运动的屯荷 e 所产生的場。我們称靜 
ih 参考系統为£ 系統； 称随电荷一起运动的参考系統为V系統。 
設电荷位于 P 系統的坐标原点，系統 P 沿X軸对 K 作相对运动， 
F 軸与 Z 軸平行亍 P 与在的瞬間，两个系統的原点相 
重合。因此 t 电荷在 K 系統+的坐标是在 f 系 
統中，我們有一个恒定屯場，它的矢势 A^ 0j 而它的标勢刖等于 
式中及 + + 按照（3-60)，当 A'= 0 时，在太 

系統中， 

q )= __ = 

現在我們应当用 f 系統中的 A 来表甲按照洛倫茲变 


J — . 4 


V^Vlo J 
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換公式， 


由此得到 


五 ，3 


^，？/=&， v = a 

〆】- s_ 


(卜 ㈣ +(! — $)(#+ 


1 — 


F 2 


将此式代入 (^18〕, 就得到 

式中，我們引入了記号 

F()2 + ^1 - y)(^ E + 〆）• 

在 k 系統中[見 (3- eo )]， 矢势等于 

cR ** 

在 P 系統中，磁場 Hl 不存在，而电場刖是 

eR f 


W 




从公式 （3-64), 我們得到 


E y = - ：7 EL ^ 






卜 > 


E , 


ez 






(5-19) 


(5-20) 


(5-21) 


(5-22) 


将用 H s 表示的 V ， </ 的式子代入，就得到 

Fn eR 

^ E*^ f 


(5-23) 

式中， R 是从电荷 c 到以为坐标的点 C 我們正在求这一点 
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的場)的矢徑(:它的分量是 Oo 

睱如我們引入运动方向与矢徑所夹之角 IE 的表示式可以写 
成另一形式。显然，屻，所以可以写成下 
面的形式： 

1 一 ^ (5-24) 

于是，对于 I 我們就有 




c 2 


(5-25) 


在离电荷的距离为 H 时，若0从零增加到 f (或者0从^减 

至則場 E 的値将随着增加。沿着运动方向的場或 
4将有最小値;它等于 


最太的場与速度垂直 (<?= 蒼)，幷等于 



我們要注意，当速度增加时，場 A 减小，而 K 則增大。我們可以 
形象池叙述这种現象 ：一个 运动电荷的电場在运动的方向“收縮”。 

对于一个同光速接近的速度 F ， 公式（ 5 _ 25 )中的分母在0=二的 

2 

附近的一个狹小范圍內接近于零。这个范圍的“寬度”的数量級为 
因此，仅仅在赤道平面的邻近的一个狹小角度范圍內，一个快速适 




m 


笫 五 幸 iii 定# 


动畚的电荷的电場 € 大的，而这个范圍則随着 F 的增加而减小，其 
减小的情况如同 )A — 在这个范圍以外，場减小得很快。 

在凡系統內，磁場等 1 H =+ VxE [兄(3-67)]。在^^。的 

T 3 

愦况下， M ( 5 _ 2 3)， 我們近叫地得到 E = ^， 因此 


e VxR 






(5-2 ft ) 


§5-4. 庫侖場內的运动 

我們来硏究一个質量为 m 、 电荷为 e 的粒子在另一个电荷^ 
所产生的場內的运动;我們假設第二个电荷的質量比机火得如此 
之多，以致我們可以把第二个电荷当作固定的。这样一来，我們的 
問題就化成了硏究一个电荷 e 在中心对称电場(其势为 p = f j 內 
的运动。 f 

粒子的〔总）能量 《等于 

r 

式中 ， a = e ^ 0 假如我們在粒子的运动平画內采用極坐标，那 
么，我們就可以逼出冲量此处的 Pr 是冲址的徑 
向分量，而 I 則是質戎的恒定冲量矩。这时， 

S^cf pf + ^ ■十 m 2 c 2 + y . (5-27) 

現在 a 們来討論粒子能否随 盒地接 近巾心的問題。首先，很容 
S 看出，假如 e 同 y 相互排斥的，卽 e 同 d 旮同样的符号，那么， 
这种接近就永 为不可 能。 此外， 在祀:/1吸 G 1 的情形 下 ㈠ 同 ^有相 
反的 符 ㊉ 〕 ，假如此>吨随意接近屮心是不可能的，因为在这种 
情况下乂 5 _ 27 )式中的第一項 7 k 比第二项为大，幷且当 r ^ 0 时，方 




E -4 庫侖桌內的运动 
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程的右边就要变为无限火。反之，假如那么，当 7—0 
时，这个式子可以保持有限値(在此，不用說， A 趋向无限大)。因 
此，限如 

cM <\ a\ t (5-28) 

粒子在运动过程中“降落”到吸引它的电荷上，这与亦相对論力学 
不同，在非相对論力学中，这样的 "降 落”一般迠不可能的 C 苻一个 
例外，仅仅是1=0的倩形除外，这时 e 沿着一条直綫飞向 d )。 

为了完全决定一个电荷在一个庫命場內的运动，从哈密頓-雅 
可畢方程出發是最便利的。我們在选擇極坐虹^ P 在运动平商 
內。哈密虹卜雅可畢方程 C 3-11) 可以写成 

~>('3 f + v / + ("^") £ +mZc2=0 ' 

我們来寻求下固形式的 A 

衫二 一办 + i ^> + /0 ) J 

式中，名及 If 是运动質点的恒定能及恒定冲动矩。桔果我們求得 




y •• 


— m 2 c ^* dr , (5-29) 


軌道由方程常数决 ：£ c 积分适，枵到下面的站 果： 

C a ) 股如 Mc >\ a \, 

— a 2 ) i ^ 

^ I _■■_■ ■ 

= 6 1 ^ eos( <p} 1 - S a \ (S- 30 ) 

00 假如 ^ c <\ a\ t 

T 

= 士 C V(^M$ -M^ c 3 ) ch (屮一 1) + 加； 

(5-31) 
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(0) 假如 Wc =[ a| f 

2 -^ a - (5-32) 

积分常数 B 鳐包含 在角？ 的計算起点的任意选擇內了。 

在(5-30〕式中，平方根前面的符号的选擇幷不重要，因为余 
弦符号后的角 P 的計算起点的选擇是任意的。在相互吸引的 
情形下(《<0)，暇如裏 O^, 与这个方程相对应的勅道上， r 之値 
皆为有限(有限运动)。假如名那么， r 可以是无限大（无限 
运动）。在非相对論力学中，有限运动与在閉合軌道(橢圓）上的运 
动相对应。从 (F30) 式可以看出，在相財論力学中，軌道不可能 
是封閎的；当伊变动时，到中心的距离 r 幷不回到它的原来的 
値。我們得到的軌道不是橢圓，而是張幵的蔷概形^因此，在非相 
对論力学中，在庫侖場中的有限运动的軌道是封閎的，而在相对 
論力学中，庫侖場就失去了这个持性。 

在 (5-31) 式中，当 a< 0 时，根号前应当选擇正号， 而当® <0 
时，就应当选擇負鲁[符号的另一种选擇对应于 C5-27) 式屮的根号 
前的符号改变1 

在《<0的情况下，軌道 (5-31) 及 (5-32) 是嫖綫，当 P—co 时, 
距离 r— 0。电荷“降落”到坐标原点所需要的时間是有限的。这可 
以从下面看出。 r 的坐标与时問的关系是由方程常数决定 

的; 将 (5-29) 代人，我們看出，决定时間的积分当时是收斂 
的。 


習 題 

1. 本一个电荷在排斥的庫命場(>>0)中飞行时的偏轉角。 

解：艋轔角此处 h 是軌道 C 6- ao ) 的两个渐近择所夹之角。我們求 

XM- — tail- 

V \ ea / 



§6-5 偶榀姐 




式中， r 是 f4i 荷在无汸远处的速度。 

2. 求質点在庫命染屮微偏角敢射的有效酿面。 

解： 有效鈸面心是在一秒鐘內敢射到一个一定的立体角元办內的粒子数与被 
骹射砬子的通里密虔（卽每秒經过垂也户粒子來的一平方厘米面积的粒子数）之比①。 

旣然粒子在通过場时的榀轉角 X 山“瞄淮距，、央定0> 卽从中心到一条直轶的 
迮离,这条直縴就是粒子在場不#在則所应該沿苕运劫的直縷）， 

式屮， rfa = 2 irBin XdX Q 偏轉角〔如果很小)可以認为等于冲爱的变化对于它的初値之 
比。冲的变化等于惟用于电荷上的力的时間积分这个力在垂直于运动方向的分 
置近似地笼于因此，我彳門#到 

1 P _ a P dt _ _a 

p J (p* +w*P5" 3 ..豆 ppv 

— do 

>是粒子的速度）。从而，我捫求得在小 x 情丧 下的有效面： 

\pv) K 4 

§5 5. 偶棰矩 

我們現在来硏究一个电荷体系在与这个体系相距很远之处所 
产生的場，所謂很远之处，就是說該处与体系的距离比这个体系中 
各电荷間的距离大得多。 

我們引用一个坐标系統，它的原点是在电荷体系內的任意一 
点上。没各电荷的矢徑为心。我們来求所有电荷在以队为矢徑 
的点所生的場的势。根据 §5-1 的結果，这个場的势是 

2 |fio-^ I" ㈣ 3 〕 

A. 

(求和必須遍及所有电荷)；式中， R 。- 匕是从电荷〜到我們正在 
求势的点的矢徑。为此，我們将 (5-33) 展开为 g 的幂級数，利用 
公式 0 


® 可双参看，比 方阢本 數程第一费“力学”§18。 




m 
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/〔 R 。 一 r 0=/ C R (0- F . g「 ad /( R 0 

(在 grad 内，是对欠披 I 的端点坐标进行微分〕。 
准确到一級項， 


我 H 称 


V " 2 eAVA ^ d b 

d =2 Ce 4 F A 


(5-34) 

(5-35) 


为电荷体系的偶極矩。应該注意，暇如所有的电荷之和为零，卽 
5；〜=0,那么，偶極矩就与坐标原点的选擇无关，因为同一今电荷 
在两个不同的坐标系統中的矢徑 h 及％有下面的关系： 


r ;= r ^ 十 a , 

式中， a 是一个常欠量。因此， m u Xe A = o ? 惘極矩在两个系統 


中是相 筇的： 

d’= XViF.i = XeA^A + — d, 

假如我們用咤 G 和 G G 代表这个体系的正电荷和負电荷 
以及它們的矢徑，那么，我們4以将偶極矩写成 

d=X« — 冲 > 打 4 —只 飞心 （ 5-36) 

式中， + + 

R+= 聲'『 = 脅 C5-B7) 

是正电荷及負电荷的“电荷中心”。股如那么， 

d = eR +_, (5-3 S ) 

式巾， R — = B + — FT 是从正电荷中心到負电荷中心的矢徑。就 
特殊情形 a 之，假如只有两个电荷，那么，就是这两个电荷間 
的矢徑。 

假如 S ^ = 0 ? 那么，这个休系在远距离处的場的势是 

(5-39) 


(我們代入了 — D 。 知道了势，我們就可以求出場 I 
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E— — grad tp 




-^-gTa.d(d*R l3 )^-(d*R 0 )gTad-~ t 


按照公式 grad ( d - R 0 ) = d , 幷且注意到 

11 o o 

我們叮求得場 E 的表示式 


E = 3( 竺 o:d)R 。一 


(5-40) 


因此，一个 = o 的电荷体系所产生的場的势与 + 到这个体系的 
距离的平方成反比，而場的强度則与距离的立方成反比。 


% 5-6 . 多棰矩 

在势按1/^0的幕展开的展开式 

P = 0 1 ) + 史 ( 2 > + 少(涞 > -I — . 

中，广 》 这一項与1/和成正比。我們看出，第一項0 1〉 为所有电 
荷的和所决定；第二項9〜冇时称为体系的偶極势，为体系的偶極 
矩所决定。 

展开式中的第三項炉 A 显然等于 

奔吾 2—^5^ ⑷， ㈣ 〕 

式中的求和应对所有电荷进行;我們在此沒冇写电荷的編号•， 

矢量^的分量， I 是矢量 K 的分量。 

势的这一部分通常称为四極势。假如体系的电荷的和及偶棰 
矩的和都等亍零,展开式就从 中〜开始。 

在 (5-41) 式中，有六个量2 出呪。但是，很容易 S 山. 
場实际上幷不与六个独立的 量冇关 ，而仅与五个独立的苋有关。这 
是因为函数 1/^ 滿足拉普拉斯方程，卽 

^(1)^9% ( 夫 )4 
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这个等式可以写成如下的形式： 

因此，我們可以将写成下向的 形式： 

’]-2 e 卜 r 音〜 V 在 D ， 

= (5-42) 

称为这个体系的四極矩。 

从的定义，很容易看出，对角綫上的元素之和 为零： 

= (5-43) 

因此对称張量—共有五个独立的分量。利用认^，我們可以 
写出 

D f d £ d %-{^ 〔 5 - 44) 

我們可以用完全相似的方法米表示 P 的展开式中的以后各 

n 

項。第《項被一个〃阶張量所决定，这个張量是由电荷和电荷的 
矢徑的分量所构成的。这个張 a 称为这个体系的多極矩。所有这 
些張踅对于全部指标都是对称的，而且当对于任何一对指标綰幷 
时，所得結果为 零①。 可以証明，《級多極矩的張 ia —共有卽-1 
个独立分量。 

n 外場中的电荷体系 

現在我們来研究一个位于外电場中的电荷体系…。我 
們用〜表示电荷^所在点的外电場的势。每个电荷的势能是 
而这个体系的总势能則是 

^ ^ A h, 

③ 所猬 張量的綰并,是使两个措标相等，再对它們求和；在这个过程中，張董的 
阶将滅少2。 
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我們仍然采用原点在电荷体系內一任意点上的坐标系統；~ 
是电荷在这个笔标系統中的矢 H 

假設外場在电荷体系所在的区域中緩慢地变化 D 这时，我們 
可以将能量^展开为匕的幂級数。 

在展开式 

t ； = t / O ? 十 L / ⑺ + tP + … 

中，第一項是 1 

(5-45) 

式中，糾是势在坐标原点之値 u 在这个近似中，体系的能量同所 
有的电荷都集中在一点（坐标原/0則的能量一样。 

展开式中的第二項是 

tp Q - 1 Se A r Af 


式中， gndh 是在原点的势的梯度値；旣然 gmdp = -E， 那么 
grad 〜就应該是在原点的电場强度 E Qq 引入系软的偶極矩 d， 我 
們得到 

-d.E a . (5-46) 

对于一个均勻場， Pm 的表示式也可以直接从势的表示式 
(3-25) 将出 ^ 

展幵式中的次一項 ㈣ 是 


m 幻 




ex a x 


逆屮 0 


2Ld " " dx a dx B - 
在这里，也象在 % 5-6 中一样，我們略去了电荷編号的 指标; 
是在原点的势的二次导数；但是势 P 滿足拉普拉斯方程， 


3 V s rt 


因此，我們可以将 la 写成下面的形式: 




1 

2 9 x a 9 x 3 


Xe 




3 
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恒定揚 


或 


[JC3、— Dg/, 只 ^ 2 <P^ 

6 9 x a 9 x ^ 


(5-47； 


式中， Du 是四極矩的分❾（見 S 5-6)。 

假設有网个电荷体系，每一个沐系的总电荷为零，而偶極矩則 
有屯及 d 2 。 两个体系的距离比体系本身的尺寸大很多。我們来 
求他們的相互作用势能 V 。为此，我們将两个体系中的一个認为 
处在另一个体系的場巾。这时， 

U — 一 

式中， Ei 是第一个体系的場。将£ 1 的表示式 (5-40) 代人,我們得 
到 

— . X d i _ B X d 2* R ) , 〔5-48) 


式中， R * 两个体系問的距离矢量。 

假如体系之一的总电荷不为專（而等于 O , 則同理可得 

“穿， (5-49) 

式中 ， B 是一个矢量，从偶極子（忽电荷为零的 体系） 指向电荷 (总 
电荷为 e 的体系）。我們不拟求四極子(:总电荷为零，脾極矩也为 
零的体系)与一个电抑，与一个偶極子，或者与一个四極子相互作 
用的类似表 示式； 我們只提一下，相应的势能与距离的三次方，四 
次方，及五次方成反比。 


§ 5-8. 恒定磁場 

我們来硏究一个作稳定运动的电荷体系所产生的磁場。所謂 
稳定运动就是說从头到足，电荷絕对不从无穷远处跑米，也不跑到 
无穷远处去，在一切时間都在空間的有限区域內运动。此外，我 IP ] 
假設所有电荷的沖遣在一切时間都是有限的^囚此，所有的量都 
在有限范圍内变化，考虑它們的时間平均値是饒有兴趣的。就特 
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m 


例言之，我們可以考虑电荷所产生的磁場的平均 f[ft 这个平均磁 

場現在将仅是坐标的函数，而不是时間的函敬，亦卽是恒定的 & 

为了求出平均場 ® 的方程，我們先对麦克斯荜方枵 divH=o, 
^tH ^ A H+- 4 f j 取时間平均値。这些方程中的第一个簡單 
地給出 

div (5-50) 

在第二个方程中，导数 的平均値，正象在一般情况下任何一 

个在有限范圍內殳化的是的导数的予均値一样，为零 C 兒§ 44的 

脚 注)。因此，第二个麦克斯韋方程化为 

rot H = , (5-51) 

c 

这两个方程就是决定 m 定場 h 。 

我們按照 rutA^H 

引入平均矢势\将这个方程代人 U -51)。 因为 rot rotA = 
-grad oivA - AA , 所以我們可得 

graddivA — AA = 

c 

但是我們知道，場的矢势未被唯一地确定，因而我們可以加一个任 
意的补助条件。根据这点，我們这样来选擇矢势 s , 使 

JivS - o * (5-52) 

这时，确定恒定磁場的矢势的方程化为 

AA- - 4 ^1- (5-53) 

很容羁求解这个方程，因为(5-33〕式与恒定电場的标势的泊 
松方程 (5-4) 完全相 U , 不过在那里的电荷密度 P 被这里的电流密 
度了斤所代#而己。与®松方程的解〔5- S ) 相似，我們可以直接写 
出 

A= ^ j* ^dV t (5-54) 
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式屮^是从我們求 s 的那一点到体积元^的距离。 

在公式 (5-54) 中，如果我們用 pV 代替 j， 拌且記住所有的电 
荷都是点4荷，我們就可以从积分过渡到对电荷求和了。在这里， 
我們必須託着，在积分 (544) 中，不过是一个积分变量，因此，它 
在求平均値的过程中不起作用。假如我們用和2 @代替 

那么，足1就是各个粒子的矢徑，这些矢徑在电荷运动时是 
变动的。因此，我們应該写 

此处我們是对求和記号下的整个式子求平均値。 

知道了 我們就可以求出磁場， 

H = rat A = rot 丄 j 士祁. 

算符 rot 只关系着我們求場的那一点的坐标，因此， rot 可以写在 

积分@內，而在微分的过程中， j 可以当作常数。将熟知的公式 

rot fA — f rot a + / x a 

C 式中的 / 和 a 是任意的标景及矢量），应用 到 j_l/^ 我們得 


gi-ad^ K J 


因此， 


(6-56) 


C 矢徑 R 是从指向我們求它的塭 的那一 点）。这就娃所謂畢奥 ■ 
薩伐尔定律。 


§5-9. 磁矩 


現在我們来硏究一个稔定 S 动着的电荷体系在与电荷体系相 
距很远的旭方所产生的平均磁場，所謂很远,就是說与电荷体系的 


6-9 磁矩 
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距离远大于电荷体系本身的尺寸 D 

我們引入一个坐标系統，讓坐标原点在电荷体系內任意一 A 
上，象在第 §5-5 中所作的一样。我們仍以 心代表 各个电荷的矢 
徑，而以代表我們正在求場的那一点的矢徑，那么， R 。-!^ 就是 
从电荷到求場的那一点的矢徑。按照 C 5 55) 式，对于矢势我們有 


c 2 | R 0 — Pa 


(5-57) 


象在§ 5-5 中一样，我們将上式展开为~的幂級数。如果只 
要求准确到第一阶，我們有 (:略 去指标4〕 


X ^^^- XeV ( r 


k\ 


在第一項中,我們可以写出 


S eV 


XeT ^ 


但是在一个有限范圍內变化的量的导数的平均値（如的导数 
的平均値）为零。因此，对于金下来的式子娃 

s= i - 严 

C 我們巳經将^代人了)。 

我們将上式怍如下改变。注意到我們可以写出（記着 
Ro 是一个常矢量） 


S < R 0 - r)V 


含益 !>r(r.B 0 )+ | SCV(p.E 0 )^r(V<B 0 )] t 


当把上式代入 I 的表示式以后，第一項 （: 包含有对时間的导 
数)的平均値又为零，我 H 得到 


2 ci 2! 


5>[ VOP * D 〜 r ( V . B 0 )]: 


我們介紹一个叫做体系的磁矩的矢量 
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丄 s 沈 x V* 

2 c 

(5-5S) 

这样， a 們魂得到 a 的发示式 


x _mxB 0 
. 扪 ■ 

(5-59： 

知道了欠势，就很容 M 求得磁場。利用公式 



Tot(a xb) = (b.v)a —(a_v)b + a div b—bdiv a ， 
我們得到 

H = rot A ^=rot 只。) = 急一（示 *▽) 盖卜 

其次，因为 

^ 士 divB 。 ㈡ 0， 


(m. v ) 

所以 w —3 R Q ( m * B 。）一 m 邱 

_ n % . 


3 R 0 ( m ^ Rg ) 
— -反厂 ， 

(5-60) 


由上式可以宥出， jo 磁矩表； r、_® 場的公式，象用偶極矩表示电場的 
公式一样[兄式]。 

假如体系內的所有电荷都有相同的荷質比，那么，我們就可以 


写出 


假如所有电荷的速度那么， mV 就是电荷的冲量 P , 于是我 


們得到 




2 mc 


Xv xp= 


2 wc 


-M 


(5-61) 


式中 ， M = Sr > xp 是体系的机械冲量矩。因此，在現在的倩况下， 
磁矩与机械矩之比是一个常数，幷 .EL 等 T 啦' 

我們用心来代表由磁場决定的拉格朗 R 函数的补充項。在 
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一个恒定均句磁場内，利用矢势的表尔式(3-26),我們得到： 

心 =2 丄 A.V = 叉： H X P* V = ^^fx V.H, 

卽 (5-62) 

式中， m 是电荷体系的磁矩。我們米注意同电場的相似倩形，在均 
勻电場內，一个总电荷为零的电荷体系的拉格朗 U 函数包含有 

h 起 = d • E 

的一項 ( d 是电荷体系的惘極矩），丼且在这种情形下，就等于电荷 
体系的势能反号(:兒§5-7)。 

我們現在考虑一个电荷体系，它們在一个中心对称的电壏內 
作有限运动(其速度这个中心对称堤是由某一个靜止电荷 
所产生的；所謂有限运动就是說，电说永远留在空間的一个有限范 
圉之内。我 H 从 If 止坐标系統变換到繞着通过靜止电荷的軸而勻 
連旋轉的坐标系統中去。根据熟知 K 公式，我們得到粒予在新坐 
砧系統內的速度 V 与在旧坐标系統內的速度 P 关系式 

V r = V+Oxr 


式屮， r 是粒子的矢徑，而是旋轉坐标系統的角速度。在靜止坐 
标系統中，电荷体系的拉格朗日函数娃 

式中，^是电荷体系在外場中的能 U : 与它們彼此間的相互作用能 
之和。能 6 ^ 7 是电荷体系內各电荷与靜 止电荷 之問的距离的函数， 
也屉电荷体系內各电 府彼 此間的距离的兩数；当变換到旋轉坐标 
时，它显然保持不变。因此,在新喫标系統中，拉格 朗日® 数将是 

睽如所有的电荷都有同样的荷質比^幷假定 




(5-63) 
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■ ■ - - — 

那么，在"足够小的情况下（当可以略去妒时），拉格朗日函数具 
有卜 a 的 形式： 


L = 2^- - + 丄。 H X f. V ， 

可以看山，这个式子与存在 m 定磁塭时，所硏究的电荷在靜止坐标 
系統中运动的拉格朗 H 函数的表示式[見( 5 -62)式]—样。因此我 
們得出結論：一个电荷体系（所有的电荷的荷質比都桕等）在 
一中心对称的电場内同时又在鉍的均匀磁場 H 內作有限运动〔速 
度那么，这个电偁体系的行为就完全与同一电荷体系在同 
一电場中在一个以角速度 o -们) 勻速旋轉的坐标系統內的行为一 
样（卽所謂拉览尔定理角速度称为拉莫尔頻率。 

我們要注意，股如我們 A 有一个粒子在磁場 H 內运动，那么， 
圯在它的圓周軌道上的迥轉角速度等于 (3-40), 卽等于两倍拉莫 
尔頻率。 


習 題 

求由两个电荷 C 速度所組成的电荷体系的磁矩与机械矩的比。 
解： 选揮两个粒子的質里屮心作为坐転的原点 t 我們 M # 到 
及 PdFp , 式中， P 是柞对运动的冲置 D 利用这些关系，我 們徉到 

m =- L f e ： L +- ? l — l7Hs M 

2G\m 1 r 
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§6-1. 达朗貝尔方程 

眞空中的电磁場可由的麦克斯弟方程来决定，我 
們将这些方程再写 一次： 

rotE = —( ft - l ) 

ro^H=A 眷 ， 【livE = o, (6-2) 

这些方程具有木为零的解 3 这就是說，卽使沒有电荷，电磁 場也能 
存在。 

在沒有电荷存在的眞空中所現的电磁場称为电磁波。我們 
現在来研究这种場的特性。 

首先我們注意沒有电荷存在时的这种电碰場必定是随着时間 
而变化的。事实上，在相反的倚形中，$= = =0,方程 (6-1) 及 

0-2〕就变为恒定場的方程( 5 _1，幻及 O - S 0, 51) 了，不过这时在方 
程中 P = j =-0。 但是这些方程的解 (5-8) 及 (3-54), 在 P = 0, j =0 

时等十零 3 

我們現在来推导决定电磁波势的方程。 

我們 LL 經知道，由于势的非單値性，我們总可以使之服从某一 
附加条件。根据这点，我們可以这样来选擇电磁波的势，使标势滿 
足方程 


浐 = 0. (6-3) 

这时 ， E= H H = 将这两个式子代入方程〔6-2)的 


〔127) 
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第一个，得到 

1 0? A 

rot rot A = — AA-Lgrad div A = — — — (6-4) 

虽然我們已經对势加上了一个附加条件，欠势 A 却仍末被完 
全唯一地确定。就是說，我們可以加在 A 上一个与时問无关的住 
意函数的梯度（这时不改变就恃例言之，我們4以这样选擇 
电磁波的势，使: 

div A = 0. (6‘5) 

实际上，将 j 代入 div E^ 0 內，得到 


div~f ^~ y div A-o 


这就是說 A 与时間无关，而仅是坐标的雨数。将一个适当的、 
与时間无关的雨数的梯度加到 A 上，我們总可以使 divA = 0o 
方程 (6-4) 現在变为 



1以 A 

c 2 ' W 



(6 - 6 ) 


这就是硝定电磁波的势的方程。这个方程称为达朗貝尔方程 


或波动方程。 

将算符 mt 及 3/ A 应用于这个方程，我們可以証明电場 E 及 
磁場 H 滿足同一个波动方程。 

算符 i 称为达朗只尔烊符，我們用符皆□来代表： 


因而波动方程可以写成 





C 6-7) 


□ /-0 7 

式中，/是 A , E 成 H 的 ft 盘一个分量。 
度形式；显然， 


Q = 


9 ^ t 


C6-8) 

达朗貝尔笕符可以苟成四 


(6-9) 


§ ^ 干曲波 


1£9 


§6-2. 平面波 


我們米硏究电磁波一个特例，这种电磁波的場仅依賴亍一个 
坐标,假定是 T (也依賴于时間）。这样的波称为平面波。在这种情 
形下，場的方程为 


I 逆} _ 
9 怎 2 c 1 di 2 


(6—10〕 


式中，/代表矢最 E 或 H 的任意一分量 3 

为了舯这个方程，我們将色改写为下面的 形式: 


(£^ T ^)(£ + i ^) /=0 


幷且引入新变数 


f — c/ ? w ; 丨 + cf. 


很容易証明， 

3—1/9 
9^ 2 \9 x 

因而/的方程变为 


kiy 


9_ 


1 (^ 


^ T ~9 t ) 


蘇 = 0 . 


将这个方程对 f 积分，得到 




式中，是一个仟盘函数。再积分一次，就得到 /- A ( f ) + 
+ / £ b ), 此处的八及/ £ 是任意 函数。因此， 

/ = /iC^ — c O+/«( a?- H f： 0 * (6 ， ii) 

例如，設 / 2 = 0 ,則現在趨我們米說明这个解 
的意义。在焯一 ^= 常数的平面內，場都因时間而变化；在不冋的 
瞬間，場是因不同的 & 而不同 _. 显然，对丁 - 滿足沒=常数的坐 
标 $ 及时間《来説 , 場有相 问的値 ，卽 
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疋=常数 + M . 

这就是說，假如在某一瞬間^0,場在某一点 z 有一个一定的菔, 
那么，在一个时問間隔以后，場在沿 X 軸与原来点 相距& 处有同 
样的馗。我們可以說，所有电磁場的値都以光速 C 在空間沿 X 軸 
傳播。 

因此,/办一 cO 是向 X 軸正方向行进的平面波。很容易判断, 
AO + M ) 是沿着相反的方向，卽沿着 x 軸的負方向行进的平面 
波。 


在 §6-1 中我們已經証明，电碰波的势可以如此地选擇，使 
?> = 0, divA = 0 o 我們也可以同样地选擇我們現在硏究的平面波 
的势。因为所有的量都与?/及 z 无关。所以 = 0 这个条件， 
在現在的淸况下給出 


2 A V 

9 x 



按照 ( G -10) 式,# = 0,卽常数。伹逛导数$决定电場, 

而且我們可以看出，在現在的情形下，分:造4不为零就意味着有 
一个縱向恒定电場存在。旣然这样的电場与电磁波无关，我們可 
以使1 = 0。 

因此，平面陂的矢势总可 a 被选擇得米垂直于 x 軸，卽垂直于 
这个波的溥播方向 P 

我們来考虑一个沿着 X 軸的正方向行进的平 面波； 在这个波 
里，所有的量，特別是 A , 仅仅是 a - d 的函数 3 从公式 

H=rot A t 
c 3t , f 


我們得到 

E= A\ H =^= v x A = — ct') x A r = n x A\ (6-12) 

此处的一撇，表示对 怎 的微分，刖《則代表沿着波的傳播方向 




的一个單位矢量。将第一个方程代入第二个，得到 

H = nxE . (6-13) 

从 E = A ' 及— 13) 式我們可以看出，平固波的电場 E 及磁場 
H 都垂直于波的傳播方向。根据这个理由，电磁波称为橫汝。此 
外，从 (6- 13)式可見，平面波的电場和磁場是相互垂直的。从同- 
方程 C 6-13) 也可以看出，平面波的电場的絕对值与磁場的絕对値 
是相等的。 

我們还得求出平固波內的能流，卽平面波的坡印廷矢量。我 

們有 

S--^ExH- —Ex(nxE), 

4tt 4^r v 乃 

旣然 E.n = o , 所攻 

S= — E^n = - c 

4tt 4tt 

闶此能流是沿着波的傅播方向。旣然 + 是 

波的能量密度，按照場以光速傳播的事实，我們就可以写 

(6-14) 

电磁波的每个單位体积内的冲量是 S / c ^ 0 对于平面波来説， 
它等于 ( W /01 我們应該注盘电磁波的能置砰与冲量 If 和之間 
的关系，正如驭光速运动着的質点的能_3:与冲 S 之間的关系一样 
(見 § 2-8)。 

場的冲量的通垃娃由能 tt _ —冲逛張踅的分量？^所决定的。 
假如选擇波的傳播方向为 X 軸的方向，我們求出的唯一不等 
亍零的分量是 

^ xx = W ^ (6-15) 

正如它所应当的一样，冲量的通量是沿着波的傳播方向，而且其挹 
对膣等 于能量密度。 

假如电磁胧落在一个吸收它的物体上，那么，这个物体将受到 
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— 定的压力〔所謂光压 X 光〗玉等 f 在單位时間内落在物体單位面 
积上的波的冲]^:的_汽(；丁物体表西的）分量。假如 C 曲固的)法綫 
与入射波成^角，那么，光压就等 r w 卿〜 在一般情形下，暇如 
敁不完全被吸收，而一部分从物体的表商反射回来，光压就等于入 
射波与反射波的冲量的絕对値之和。 


§ 6-3, 單色平面坡 


电磁波的一个非常重要的特例，就是这样一种波，在这种波 
内，墙屉时問的簡璃周姻雨数 = 这种波称为眾色波。在單色波內， 
所布的 MC 势，場的分量等）以形如 e Q < c*>f + a ) 的因子与时間發生 
关系。〜这个量称为陂的循环頰率（我們将簡称它为頻率)。波的 

在波动方程中,場对时間的二阶导数現在足^-{-=一一/,所 
以，对于單色波，場在空問的分布为力程 


所决定。 


A/+ 安 = 0 


(6-16) 


在(沿若 X 軸陴播的）中面波内，場仅是 a - d 的函数 s 因此, 
跟如平面波是單色的7那么它的場将是的鲔單周期函数 3 
这种波的矢势写成一个&数式的实数部分是最方便的了，卽 


工 i 成 



(6-17) 


(1^ 盘卽实数郜分） 3 这 M , 為是某 一个复常矢量 D 显而易見，这 
种波的場 E 与場 H 有相似的形式 ： 

E=He{E，b (卜*)}， 
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两个場有同一的頻率 
我們称 

h =^2 nc / o ^ (6-18 ) 

为波長；它是場在給定瞬間〗随坐标$而变化的周期。<，心, 
称为与它們相应的量的复数振幅。 

由于麦克斯韋方程是綫性的，采用复数式就眭得非常便利。 
因为用了复数式，所有的运算不足施之于三角式，而足施之 f 簡取 
得多的指数式，只要以后丙取其实数邰分就行了。今后我『1将常 
常应用复数形式。这时不言而喩，我們应取《应的复数式的实钕 
部分。 

股如我們引入沿着波傅播方向的敢位矢量 R 那么 U -17:) 式 


可以写成 



矢量 

\ ) 

k = iiii^- 2rr n 
r , h 


称为波矢量。 

因此，我們有 



A^Re{A qe ' Ck * r -"°} ? 

(C-20) 


以及£和 H 的相似的表示式。 

按照 （6- t 幻式，場 E 及場 H 可以用 A 米 表示; 对于單色波，从 
这些公式我們得到 

E=^A, H — ik x A. (6-21) 

分量为 

b 

^li !? 3 —Jj -— 

c 

的矢量 h 称为四度波矢量。引人了这个矢量，我們可以将 (6-20 ) 
式写成 

A-R & {A 0 /^ 


(6-23 ； 
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四度波欠跫的平方 


*? = 0. 


(6-24) 


把(祁 . 8 ) 代入达朗 M 尔方程 

□ A = o , 

可以直接根据定义导山上面的关系式。 


求一个电荷在單色平面波 A = A 。 coti^Car d) 内的运动 4 
M ： 我捫進擇 r 軸扣着 A 的方向：哈密幀-推可韦方程是 

我 捫导氺 下面形式的 

jS =叫 + ^1 + )(2；+ d ) + f ( x —<； t )， 

式巾#4, V是常数，而 /Oc-d) 是一个未知的函数，結果我們得到 






::: 1 0 . S】n ⑽ ( a ; — . 

ib^ko 


要决定运动，我捫必須使导数 g 等于某些常 数； 只要峑标原点及时間的 

oa dy 

計篥起点选擇唱当，■以矩这些常数为零。引入疋一叫这个置，我捫就得到« 
定运动的龚数杉式的方程 




a 2 + ^s + m a c 2_j_ 


X 


aeAi 

~4： r )^^t 


B 2 y & kc ^ Vl 


■niTi ^ s: 


砰 c 


+ # a + . 


. aeA u . a 9 A ^ .. „ 

+ ”一煎^^ "■ 

电荷在其中平均說來是靜止的坐扬系統，对应普 『赵 & & 2 的表 示式中1的系数 
为萃的％之値。在这个系統中，我捫有 


a 2 * c. 2 < t >^- 

2 广 M = — 


Of ot 


k 2k 


ri.i n 




其中， 




~2^~ } 1 


© it , 电荷沿 着一爷 紂閉的 S 字形 M 道(其軸沿着 y _〕运动 ( 


U -4. 多普勒效应 


应用四度波欠景，很样 品求山 w 与 k 从一个坐标系統到另外 
个坐 标系統的变換公式。四 度矢兌 的一般变換公式 U- 郎)給出 


f ! 


将分量&的値代人，則 


VK 

y ^: 


但是 ^- i:cos a--^eoa 式中的 ot 是 k 与X軸所夹之角，因此， 
我們得到 


0> = Oj 


y 

H - f?c>^ a 1 

c 


|/ i - 


(6-25) 


这就是多普勒效应的准确公式。在 y <^ 的愦况下,这个公式化为 


1 H - aos a 


Ce -26) 


对于 = 我們有 








代人，則 

C 
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(?09 


cog 




a 


J 十 cos a! 


(6-27) 


这个公式 S 在 H〜5 中所求出的光行差公式符 

假如我 們选擇 X軸在波的傳播方向上，那么， IF. 如所有平面波 
一样（兑纟單色波的能量——冲量張量具冇下列不为零的分 
量： 


I^TT ， T 14 ^iW ? T^-W^ 

假如引人四度波欠甓心我們可将这个关系用張砧形式写为 

1 

r it = ^kik^ (6-2S) 

co 2 

乘积 h 心木身构成一个二阶对称張 0 。因此，从( 6 - 28 〕式可 
以断定，是一个标量。因此*当我們从一个慣性坐标变換到 
另一个时， W 保持不变，而能量密度則应当象頻率的平方一样 
变換。因此，注意到〔心细)式，我們就可得到下尚的变換 公式： 



1 + — 


1 


V 2 

c 3 


— ■ 


(6-29) 


旣然 W = J ^/_ W/ 4 ' 我們可以断定單色波的場的絕对値 
染頰率的一次幂一样变換。 

最后，我們应誌注意，旣然按照 (fl〜29) 式，『和 PT 不过是互 
成比例，那么，对亍为一系列單色波的迭加之甲面波，这个公式也 
能应用，就是說，实質 上对任 何平面波都能应用。 


% 6-5.棰化 

我們現在来硏究平面單色泼的电場 


(这里所作的一切討論，同样适用 T 磁場)。匕是搖一复 矢量； 它 
的平方 W 在-般愦况 卜也 是一个复数。显然I 总可以表示如 
下： 

Eg ^ be *™, 

N 时， 我們这样采选擇 A 使矢啟13(—般說来，它木身也是复数） 
的平方为实数。于是，电場取下间的形式： 

E-Ro | b / (k，F ~^ +a) |, (0-30) 

a 們将 b 写成 w - & 2 的形式，此处的是两个实矢 
iio 旣然 w 二 wvb 2 ^ 当是文数，所以， Vfcpo , 就是 
說 h 和 b 2 相互垂直。我們选擇 r 軸和 Z 軸平行于 h 和 D 3 ( JT 軸 
是沿着陂的傳播方向乂于是从〔6-30)式，得到 

E v ^ b 1 G 03^ k*P — OJ ；+ Dt)j {^一 31) 

E € ^b<^ sin(k*p —— oji 二 a). 

系数和^称为波的和 & i n 的幅角称为波的“相”; I 
从(6-31」式可直接得到 



(6-32) 


从这些公式可以看出，在空間的毎一点，这种波的电場矢 
在与 FZ 平面平行的平幽內旋轉，而欠量的端点描檜出一个橢圓 
(6-32), 这样的波称为橢 [01 極化波 。 假如 b x = b ^ 那么，橢圓 
〔6-32)变为 W, 就是說，电場欠僦旋轉，而其絕对値不变。在这种 
情形下 ，我們 称之为 M 栩化。 

最后，假如那么，波的場处处永远平行于(成反平 
行于）同一个方向。住这种情形，波称为綫極化波或平面極化陂①。 
显然，一个橢圓極化波可以当作两个平尚極化波的迭加。 


a 奶史的俘铳杉成/ •个不能 令人滿 竞的名詞，按眧这个溥铳，所眼) t 的搔化 
平面£:砬場矢泣所在的千时 ， 而 :[_:. 場矢蚤所^的平面則称为光的拟动平面。 
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§ 6-6. 光_解 

每种波都可以表为不同頻率的單色波的迭加。在数学上，这 
就意味肴，波的場可以展开为傅里叶級数或傅里叶积分。这种展 
开也称为“光譜 分解％ 

服如場 在时間上是周■性的 C 周期为 r ), 那么，它就可以展开 
为傅里叶級钕如 Fh 

+ QO 

/= 2 U e — 〜 ( 6 - 33 ) 

71 ™ 3 C 

式中， O ) 0 = 2 r / r ， 而〃傅里叶分量” A 等于 

十 f 

/ n ^ y ? ^ fj — dt - 

V 

我們注意，旣然/是实数，那么， 

/-n = /*- 

④为簡單起見，我捫在 UtH 考虑純周期性的場，这个場是純間朗运动的电荷所 
产生的 c 然而我們必須記着，电荷体系的稳定运动(正确一些說，近似稳定运动)通常 
不是耗塥期性的，而是有条件周期性的(可以尜看，例如，本敎程第一卷“力学”，§似)。 
表征这种运动的不是一个周期，而是一个完全序列的扦多不问的周期〔柑应地，是許多 
不同的鋇屯 X 所有侑为这个运动（及所产生的場〕的特征的 釐不能 墀开为一个昉單傅 
里叶級齩，而 H 能展开为一个推广的俥里叶級数，这个級敎可以写成与（〜助)相似的 
钐式 如下： I 

I - ^ 

u > 

上式与 （6-33) 式的差別在于，求和不是施之子 ㈣ 的整倍数的各种缜雀，而是施之于有 
下列形式的 頬卑： 

ft 

w = 2 n “? W “ J ， 

t - i 

式巾拉…,…， n …是 E 整数或萁馇数，而…,是所謂运动的基本频 

率。 


(6-34) 


( 6 - 35 ) 




_ § 光譜分斛 一一―一上 3 ?_ 

波的平均强度(場的平方定为波的强度)有如 F 的形式； 

QO 

户2 2 !/， （ 6 - 36 ) 

n = l 

(求平均値时，我們必須記若，&蒗 乘敫如 的平均 K 为零乂 
因此，波的平均强度等于它的單色分量的强度之和。 

一个非周沏性的場/ 叮以分 解为傅 M 叶級数，只要 /( G 这个 
函数滿足一定的条件(滿足这些条件的函数通常在无穷远处为零)。 
这时，波的光譜分解为 

+ 

卜、 /. ，， ■ 叫 0>, (6-37) 

— 

式中，波的傅里叶分量是 

+ 0 = 

卜 4r j f e ㈣ dt ， (6-38) 


同时，与 (6-35) 式一样 , 


/:■ 


(6-39) 


我們来硏究积分 j Pdt ， 幷且用各种單色分量的强度来表示它 ; 

— M 

ffl (0-37) 及〔6-38)两式，我們料到 


/: 


J 办\ 以 o 




将 /-« = /: 代人，則得 


J 2 dt^2n \ | 1 2 doy ^= 4 ^ \ | /。 1 2 doj, 




(6-40) 
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但是，这足时常遇到的是，場在实質上幷不随着时問变化 C 特 
別是，在^ 时，場不为霉） NI 时也不是严格调則性的。这枰 

的場旣不能展汗为啄里叶級数，也不 能展幵 为博 弔叶 积分 （_ 积分 

J 心是發散的)。然而住这种情况下，我 們可以 将它展汗为 

— Oo 

單色波如下。 

我們考虑将/在某一敕大的时間問嗝一^到+1内展开为形 
如 (6-33) 博里叶_級数。稅 ft 我們来确定波的畢均强 i (經过时間 
間隔7 1 )。悶为我們假定 T 足很大的，所以间个挨着的頓率之間的 
間隔是很小的，因此求和的式了 o -郎）叮 a 化为乂 j 
dn = dc ^/< x > 0 的积分 ： 


IS 降香 S if <， 

t a 

2 

将 ( B -34) 代入， W 得 

+ 盂 

2 * T 2 

Y J Pdi ^ j 士 Vij fc ^ di ^ d ^, ( ti - 41 ) 

TOT 
2 2 

因此平均强度可以用單色分量的强度的和成积分的形式来表 
示^公式 (6-41) 使我們能#計总在任一无限小的姒串間隔中 
的强度。 

当 l ’-> oo 时，户趋近于某—有限的極限。由于这点，根据 

十 r 

(6-41〕式可以新定，当 T 趋向无穷大时，积分 j dl ^ V/T 
一样地增加。 




^ 6-7 部分搔化的光 


141 


S6-7, 部分棰化的光 

毎一單色波，依照的定义，必定娃極化的。然而，我們經 
常所遇到的波，它們仅仅是近似眾色的，包谂着小間隔中的各 
种不问頻率。我們#虑这种波，幷且睱設 w 足它的某一中間頻率。 
这时，它在空間給定 A 的塭可以写成此处的复数 
振幅 A / i ) 是某一个变化得很慢的、时問的函数（对 丁严格 單色波 
来說， I 就是常数了）。旣然 A D 决定波的極化（浥 § 6 -5) f 那么， 
这就是説，在波的每一点，極化随着时間 变化； 这样的波称之为部 
分極化波。但是在特殊恃形下 r 心 ( f ) 与时間的关系叶能是这样 
的，就是波还足完全殛化的。这种情况出現的必要条件是心的两 
个分翬之比，卽波的場的两个互相垂直的分量的(实)报幅之比，对 
时間而莒记常数，而且它們的“相差”必須保持不变。 

用实驗来覌寮电磁波的極化特性，就特例言之，覌察光的極化 
特性，是将所硏究的尤通过各种物体〔例如尼可尔三梭鏡），然后观 
察透过的光的强度。从数学的覌点来看，这就是說， 我們可 以从波 
的場的某些二次函数的値得出关 丁光的 極化特性的一些結論。在 
此，不言而喩，我們所硏究的是这些函数的时間平均値。場的二 
次函数姑一些与乘积木^$$ 7 或山々成比的項所构成的， 
此处的糸是矢势的分最。形如及 A 7 A t = 
-Al , At k ^ 的乘积包含着快速娠蕩的因子当取时間平 
均値时，結果为翟。形如山 = 的乘 积不包 含那种因子, 

因而它对时間的平均値不为零。由此可見，部分極化光的特性完 
全为張量 

J tt —^ot^S* (6-42) 

所决定。 

旣然矢量 A 。 总在匪直 f 波的力 向的 平面內，張量 Ja —共有 
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四个分 S (在本爷內，指标应被 了解为 只取叫个値，卽 
= 1,2)， 从的定义， 可 a 看出在这个張量的分足間存在着 T 
面的关系： 

J u ' = J ti ， (6‘43) 

我們将張设簡化一下。設叫为 ;; 萆位”复矢量，而且使之归一 
化 ，卽使 我們这样来定义叫，使 

J ii . n fi = 1.71^ (6-44) 

正如将对称張 ffl: 变到 i::_ 袖一样。 （6-44) 式可以写成 

(V = 0* 

要这个 M 的一次齐次联立代数方程有异于零的解，行列式就必須 
等 r 零： 

I J ih — ^ih I ™ Oj (6-45) 

由此可以定出 A 的两个値，用 h 及心 代表之；将这两个値逐次代 
入 (6-44) 式，就得到两个矢量 及 

很容易証明 ，心及 ^这两个量是正实数，而矢量圮 1 >与 
“互相垂直”，卽滿足下面的条件： 

= (6-46) 

①用乘 ( e - 44 ) 的两边，得到 

伹是任何虽的楔的平方的平均暄都是疋实数。 

为了証明(&~46)，我捫写出方程 

井见用乘笫一个方程，用乘第二个方程： 

我捫取第二个方程的共輓氣数,拌利用 ^fc = - hci : 

然后， 以第一个方鸭滅去这个 方租; 钛得到 、 

(U a X )d 

从此妹樽到 



5-7 部分播化的光 


14 ^ 




現在我們可将張量』成 

= +&«■ (6-47) 

用直接代入法，很拜易証明这个式子实阮上滿足力程(6-44)。 
假如光姑完全極化的，那么， A c = 常敫，就簡單地等亍 
卓 M：；〆: 不取平 均肮乂 fi 是(6-47〕的每一項都恰宥这种形式^^ 
一个常矢量(或的两个分玷与其共軛 S 数之积:. 
換句話說，每一項可以当作一个完全極化的 (: 一般説来，橢 H 極化 
的:)波。此外 ，可以 SMU 在〔6-47)内沒有一項含有这两个波的分 
量之积。这就 娃說， 这两个波可以当作在物理上被此无关，或者 
如通常所說，这两个波是不相干的。事实上，股如两个波彼此独 
立，那么，平均値就等于平均値疋「>与平均値 Z 产之积 
旣然它們每一个又都为零，当然 ^ P ^ 7 T - O c 
在§ 6-5 中，我們已經看到，我們总能够选擇一个鉍数振幅， 
使得两个相瓦垂庹的分量屮的一个是純实数，而另外一个是純虛 
数；这时，它們的絕对値决定相应的振动的振幅。 

因此，我們可以巧 

n \ 1)==b i f n ( s n =ib^ (6-48) 

式屮，~及卜是实数（闲为归一化的条件< 1 〜彳 1> =1，它們 

之間有关系式 M + M = l 〕。 这时，可以写成 

n\ 2) = ib it n^ ) ^b 1 (6-49) 

(以使 < n < s > = 0)。 这些式子表明两个橢圓極化的扳动的橢 P 
屉相似的（也相同的長軸与短軸之比），而其中的一个对亍另一个 
旋轉 了一个直角。 

因此,我們得到了一个枯果，卽每一个部分極化波可以表为两 
个不相干的橢圆極化波的迭加，它們的極化 橢圓是 相似的，拌且相 
互垂直。 

光的总强度』与場的平方成正比，卽与張量的对角分量 
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之和成 正比： 

J a — + Ag, (6-50) 

比値 

P 々 - (6-51) 

A-i 

是小的 X 对大者的 X 之比，决定光的退極化程度。暇如光是完全 
極化的，那么，&或 h 之中的…个 为零； 缸然，这时在相反 
的情形下， h = M ，所以 P=l， 这样的光称为未極化的尤，或称为普 
通光。〔6-44)式在这种情形下只嵙一个根(对下 A 而 H)， 这个事 
实說明了張量有下西的 形式： 

J %k — (^6-52) 

式中，％是&与 h 的共同的値。对于向以％这些方程給出无限 
多个値。換句話說，普通光叶以当作两个極化波的迭加，这两个波 
的强度相苫，而極化軸的方向 （在 孢直于光的方向的甲面内）是任 
意的。 

§ 6-8, 靜电場 的分解 

电荷所产生的場在形式上也可以分解为平面波（卽展开为傅 
里叶积分)。然而这 种展开 ，在本質上是与电磁波在眞空中的展开 
不同的。举实上,电荷所产生的埸幷不滿足齐次的达朗貝尔方程 
(64)，因而这个展开式的每一項也不滿足这个方程」从此可以断 
定，电荷所产生的場所能展汗的平面波，幷不滿足 = 这个 
关系，而这个关系对于平固覃色波却是有效的。 

就特例言之，睱如我們形式辿将靜电場衷为平西波的迭加，这 
些波的 :: 頻率”显然为零 ，因为 所考虑的場与时間尤 为波矢 S 当然 
不为零。 

現在我們来考虑在坐标原点的点屯何 e 所产生的場。这个場 
的势 P 为方程 






( 6 - 53 ) 


所决定（見 

我們将为傅里叶积分，卽我們把它发为形式 
的平面陂的迭加： 


丁… 

<p — € ， ■ 靶 . ' <p k dk a dh ： dk t ^ 


(6- o 4) 


将拉普拉斯箅符应用到这个方程的两边，我們得到 


^£p = - m hH^^fp^dh^dbydh^ 


所以，△史的表示式 的傅里 叶分量是 

( A «>)^= — k 2 〜 

另一方面，我們 取方程 (6-53) 两边的傅里叶分量，就可以求符 

( A 9) te ： 

-|- QU 

(A<P)h- -(^y jjj ^ediry- ik ^dxdydz^ _$. 


比較 CAp ) fc W 以上两个式子，锝 

这个公式解决了所提出的問題。 

象 对势史 一样，我們也可以展开場 



(6-55) 


(6-56) 


利用(心54)，得到 
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E=- 



炉 K 也_ p dk ^ dhydkg ^ 


同相比較，得 


III r* dk^dk^ik £w 




fck e 

y 1 2 ^ m 


(6-57) 


从此可以暫出，庫侖場可以分解的波的場是沿着波矢 遣方向 。因 
此，这些波可以称为縱波。 


§ 6 - 9 . 場的本征振动 


我們来考虑空間一定体积內的电磁場命> 为了簡化以后的訃 
n , MSit 这个体积的形状是一个 M 方体，其边是疼 Ah 这时我 
們叶以捋場的所有特征量作这个長方体內展开为三重傅里叶級数 
(:按三个坐标)。 这个展 汗式可以写成（例如对于矢 势）： 

A = 2 A »^ k * r - (6-58) 

ft 

求和应对矢 a k 的所有可能値进行，矢量的分量可取 


k 


= 空，〜 = 學， 




27 rn , 


O 


( C -59) 


各値，〜，％，〜娃 IH 整数或 A 整数。系数 A fc ‘ 須滿足关系式 A_ fc = 
二 Ai， 因为 A 必須是实数。从 did: 0这个万程，对于每一个 fc, 
我們省 

k - A Jfc = o J (6-60) 

就是説 t &矢* 垂直于其相应的波矢量 k 。 向量 A * 当然是时 
問的函数;他們滿足方程 

A h ^- cH 7 A fc = o . 


①这里所抬的是 -- •个沒有电荷的場 (: 、•自由輻射》)。 


(6-61) 
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假如休积的边足够大， 那么，^ 的相邻的値 

(它們的〜，、〜相差一个單位）彼此儿乎相等。在 这种淸 形下， 
我們可以談&心，心住 A 、 間隔 此， A *,, Ak z 中的 " T 能値的数0。 

旣然与^邻近値 相应 的〜梠差]， 那么， 在間隔 Ah 內 h 町 
能値的数 H △ 〜就簡單地等于〜 之碴的 相应的間隔。因此，得到 

Atij = Afcj , Anu =^ -^— Ah , s , A «-= 

2 tt 2 tt 2 盯 

分量在問隔 △ 軏 扯 j 、 Ah 内的矢遣 k 的可能値的总数 A 〃等于 
An T , AnjfAn Sf gJJ 

y 

An 二 ^-^—AkrAh^Ah^ (6-62) 

式中 ， F = 是場的体积。 

由此很容易决定其組对値在間隔內，而其方向在立体角 
元 Ao 內的波矢量可能値的数月。为此，我們 A 须在 
空問”內变換到球坐标，幷 IUH 这个坐标表示的体积X米代替 
Afc^A^AA;^ 因此， 

An^ ( 二 )j 3 AA:Ao. (6-63) 

最后，絕对値 fr 在間隔內而方向任意的波矢量値的总数就是 
(以封代 Ao) 

v 

^n = ^-^k 2 Ak t (6-64) 

作为时間函数的矢量 Afc 可以化为以 ^cfc 为周期的簡單 
周期函数（見方程 e-ei)。 我們将場的展开式写成这样的形式，使 
它与行进平商波的展开式一样。为此， 我們 将級数 (6_5S) 各項重 
新排一下，写成 

A-= ^ (a/l^r + aie — 也 .r) 0-66) 

Jt 

(这个形式明地显出 A 的实数性），幷且認为每一个通过因 
子与时間發生关系： 
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(645) 式 A 的苺一項都仅娃 k*r — aW 的函数，它与住欠 tt k 方宂 
傅播的波相应。 

我們来計算場在体积 F 内的总能 M 


把它表示为~的凼数。对于电場,我們有 


E ，] 


利用(> 邱)，則 


A 


2 ( a fc ^*p + aj 6-^' P ) ? 





i ^ A ；( a ^^- r _ a ^ e -^ k * r) p 

k 


(6-f57) 


对于磁場 f ^ rotA ， 我們得到 



^ (k x a〆 也■一 k xaj ^-^£_ F ) + 
k 


(6-C8) 


当求这些和的平方时，必須 記若， 所有的波矢觉 k 关 k ' 的二項之 
积在整个体积內积分时为军。苇实上，这样的項含有形如■的 
闽子 ， q = fc ± W ， 而积分，例如 

A 

j e ^ x d ^ 

0 

当〜不为零时，等 T 零。同理，含有囚子的积也等于零。 
在那些不包含指数因子的項中，对的积分怡怡等 I •体积 
結果，我們求得 

2 ^ & *)*(女 X a J)} * 

k 


但由于— 0 ,所以我們有 

( kxa ^ Kkxai )= fe 2 aft ^* 




§ e —9 場的本征银动 


JT 9 


于足?&們鉍后得到 



k 




k^V 

2 vr 


(6-09) 


因此，場的总能 U : 是用 能砍“ 之和来犮示的，而“又与®—單个 
的平両波相联系的。 

m 同样的方法，我們可以計算場的总冲遗 


幷且符到 





J 


BxHdV . 



(0-70〕 


从平面波的能5：与冲录的关系（見彡6-2)，也可以 預料到这个結 
果。 

采用了展开式 (6-65) [:或(6-58)]，可用不連賴的变数序列 OJ 
量心)来描述場，而不用連賴的变数序列来描述[其次是 m 給空間 
各点以势 KW ， 0的办法来描述1我們％在将变数 h 怍一个 
变換，陡場的方程式变为与力学中哈密頓正則方程相似的形式。 
我們屮入实'正則变数” \及心其关系 如下： 

Qjt = 允 + % )， 

* 

1^= 一 — a 。〕 = (6 - 7 J ) 

式中， a 是某一个实常数,这个常数我們 以后要 这样来决定#“广 
义冲量”及 : 坐标”的关系实际上娃运动方程的一个推論。 

将川？&及 心表示 的 h 諸量代入能最表示式 （6-69)， 就得 
到場的哈密頓 函数： 

k k 

为了耍使哈密頓方程重合，必須使 
=4,卽 
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47 TC 2 


(6-72) 


这时，哈嘶镇兩数取下闸的形式: 


“运动方程” 


則变为方程 


龙； 2 y cp ^°^ q ^= 2^- 

k k 



3,9 T 


=Q 




(6-73) 


(6-74) 


就足說，它們同場方程完全一样了。 

矢及 Qfc 中的鉍一个都垂直 T 波矢量 t 卽有两个独立 
分:14。这些欠量的方向决定艽梠应的行进波的極化方向。用 
J = h 2,代表矢量的两个分 S (在 k 垂直的平商内），我們就 
有虹 ㈣ /;对于匕，我們 til 可以得到相似的式子。这时， 

J 

2 ^lQ%i )- (6-75) 


由此可見，哈密頓幽数分解为独立項之和，每一項仅含 
有一对量及毎一个这样的項与一个有一定波矢 a 及極 
化的行进泼相对应。的形式与作簡諧振动的一度振子③的哈 
密頓函数一样。因为这个理由，我們有时說用振子来展开場。 

我們来写出用变数 P & ， Q # 明显表示的場的公式。从 (6-71) 及 
(6-72) 得 


a fc = ^ ( p & a fc = 一 i C 6-76) 


③町以参看，例如，本敎锃笫一卷“力学’§21。 
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^ G -9 揚的木 征 振动 

将这些式子代入 o 防)，我們得到場的欠势 

厂 7 f V 1 

A^2f ; y > c<)S k*r —P fc shi k.F )， （ 6-77) 

k 

对于电場与磁場，我 jH 求得 

E= ^ y- 2 ( c ^Q*e sin k.P+P fc eosk.P) ? (6'7S) 

k 

t - , 

H=2〆 ； 2 — {cfc(kx Qjfc) sin k_i? + (k x P fc ) cos k*r}. 
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% 7-1. 几何光学 

平商波的持征是它的博墦方向和&_在任何地点都是一样 
的。任意的电磁波当然沒存这种特性 ..：： 

然而，在許多情况下，电磁波虽然不是 T「 商波，但具有这种特 
性，卽它們在爷間的鉍一个小区域內可以当作是平面波。为了滿 
足这个要求，显然，波的振幅和方向在与波長同敗量級的距离内必 
須是几乎不变的。 

假如这个条件被滿足了，我們可 a 引入一个所謂汶両 r 它是 
这样一个面，在該固上的焯一点，波的相位在任一瞬間都是一样 
的。平阁波的波间显然是一个与光的傳播方向相垂直 的牛面 。在 
空間的鉍一个小区域内，我們叮 a 說光的 w 揺方向亜^ 丁波面。 
这时，我們可以介紹光綫这个溉念，光綫是 k 上鉍一点的切綫都同 
光的 I # 播方向相合的綫. 

这样硏究波俜播規祁娃几何光学的对象。因此，儿何光学将波 
的俸墦，特別兑光的傳墦，当作光綫的傳播，因而完佘同它的波的 
特性脫离了关系。換句話說，儿何尤学相当于 hO 的極限情形。 

我們現在来求儿何光学的基木方程——决定光綫方向的方 
程。設/是描写波的場的 tt 意一个量 （ e 或 H 的任意一个分量）。 
在平面單色波中，/有下尚的形式： 

/ =a/^ K * F ~^ + ^^ ae K^i + a) (7_x) 

C 我們略去了以后所遇到的式子我們到处了解为取其实数部 

( 152 ) 
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§ 7-1 几何光学 


我們将場的表示式写成 

f ^ae £ (7-2) 

假如波不是平靣的，但儿何允学可以应用，那么，一般来說，振幅“ 
赴坐标 S 时間的凼数，位数也也叫做相函数②，沒 W 象 （7-1) 那样 
簡單的 形式。但是在木質上，必是一个很大的景。这可以直接从 
下间的唞实看出來，卽当我們 f 多动一个波長时，必就变动21而儿 
何光学是与極限^0相应的^ 

在-个小的空間区域中和一个小的时間間隔內，相函数可以 
展开为 赪数； 如果只准确到第一級，則我們有 

—• 3 嘉+令 

(坐标及时間原点都选桿在所硏究的空問区域及时間問隔內；导数 
的値取在原点的姐）。将上式与 C 7-1) 式相比較，得到 

k= I? ^ gLad - （ 7-3) 


这相 应丁下面的® 实，卽在 ® 間的每一个小区域內（且在每个小时 
問間隔內），波可以当怍是平面的 5 用四 度空間形式，〔7- 3) 式可以 


写成 



其中 h 是四度波 矢量。 

rs % 6 - 3 中我們已鸫荇出，四度矢量匕的分 a 之間有 
的关系。将(14〕代入，得到 



(7-5) 


0 ：关于相函数 ( 俄夂为拥 Ktnaj ， 德文为 daB Eifconal, %(h Eifconal ), 可参 
考九 Sommerfcl*i: Tlaeari^tisclie pliyeik, 第四卷，第一版，第 ail—^12 頁 譯 


者注。 
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这个方程称为相由数；/程，它是儿何光学的基本方程。 

在波动方程内，怍直接的極限过疵^->0,也可以导出相函数 
方程。場/滿足波动方程 

将 / = M 〃代入，得到 

(SO%。- ( 7 W 

但是上面已經指出，相函数山是一个很大的量；因此前三項与第四 
項相比可以略太，于是我們茧乂得到方程(7-5)。 

在这电，我們还将求山-系列关系，然而若将这些关系应用到 
光在眞空中的傅播上，則所导出的結果都是呰显而易見的。问时， 
我們在这里所求出的普遍形式，对于光在物質媒質中的傳播照样 
可以应 用。 

从 相函数 方程的形式，得到一个在几何光学与質粒力学間的 
惊人的相似性。粒子运动决定 f 哈密頓-雅可畢方稈 （3-50): 

■-土山 Y + m 2 d 0. 

\ 9 xi c / 

这个方程，正如相函数力秤一柞，是一个一阶偏导数的、二次的方 
程。我們知道，怍用说 S 与粒/_的冲及哈密頓函数^有下列 
关系： 

„ 9 S _ 9 S 

P = W ， 

将这些公式与公式 (7-3) 比較，我們看山，波矢量在几何光学 

中所扮演的角色正如粒 子的冲 量在力学中所扮演的角色一样，而 

頻率所扮演的角色娃哈密頓函数，卽粒子的能量。波矢 M 的絕对 

値冋頰率有的关系。我們肴出，这个关系正与一个質量 

0 

为零而速度等于光速的粒子的沖量与能量的关系 P = 4 相似。 

c 
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对 于質点 ，哈密顿方程 

p 9 v J 3 p 

成立。从上述的相似性，我 們可以 庚接写出光綫的 ffl 似的方程 


3 o) ■ ^(o 

-- r -_ 

9 p ? 9 k 


( T -7) 


在眞空中，因而1^0, V = cn ( n 是沿着波的博播方向的單 
位矢量〕;就屋說，在眞空中，光綫是直綫，光沿着这条直綫以連度 
c 傳播。 

下面的考虑，吏加淸楚地說明了波的波矢量与粒予的冲量的 
相似性。我們来考虑一种波，它是許多單色波的迭加，这II多箏色 
波的頻率虽然不同，但是处在某一不大的問隔之內，这个妓只占据 
空間的某个有限区城(这就是所謂“波包”)。我們利用公式(4-43〕 
及能凰——冲量張量 （6-28) 宋計鈦这个彼的場的四度冲对于 
每一个單色分量)。用匕的一些平均値代替这个公式中的 b 我 
們得到 

Pi = Ahi , (7~8) 

这里四度矢量与 h 的比例常数 j 是一标量。写成三度形式， 
这个关系給出 

¥=Ak 7 g = A(x> 9 (7-9) 

由此可兄，当我們从一个参考系統辻渡到力一个参考系統时，波包 
的冲量与能觉波矢量与頻率一样变換。 

再往前追溯这种相似处，我們可以为儿何光学树立一个原理, 
这个原埋与在力学 中的® 小作用#原理相似。然而，最小作用麗 
原理这时不能写成哈密頓形式5 j Ldt = i ) 7 因为对于光綫，不可能 
引用一个如粒子的拉格朗日函数一样的函数。事实上，粒子的拉格 
朗曰函数与哈密頓函敬有 L = -货的关系 。股如用頻率 

〜代#哈密頓幽数，用冲量代替波欠量匕那么，光学中的拉格朗 
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曰函数就应該写成是这个式子等丁-零，因为 Hk 、 

旣然前面匕經提到过，光:綫的傳播， N —个为零的粒 f 的运动 
相似，那么，对于光綫引用拉格朗 H 凼数之小可能也就_:忮石出来 
了。 

假如波有一个一定的恒定頻率 叫那么 ，它的場与时間的关系 
就为一个因子所决定。因此，这样的波的相兩数就足 

小= — 山* + </，1(%^， s ), (7-10) 

式中 ，心仅 是坐标的函数。相函数方程 （7-5) 現 if 上取下固的 形式： 

(grad = — . (7-11) 

波面就是定値相函数的曲间，亦卽曲面族心 = 常数。光 
綫本身在每一点都垂 E 于相应的波面；光綫的方向为悌度▽心所 
决定。 

众所周知，假如能量是常数，粒子的最小作用泣原理也4以写 
成一种所謂莫培督原理③的 形式： 

3 S — f 5 ^ po ? 

这里的积分是沿着两点問的 粒子的 軌道而取的。在这个式子内， 
我們暇設冲量是能敁与坐标微分的函数。光綫的相类似的原理娃 
费馬原理 # 在这种情形 F , 我們利用相似性，将費馬原理写成 

§4 = 6 j It*iil = q # (7—12) 

在眞空中， k = fn ， 我們得到 
0 

8^ dl = o t (7-13) 

这与光沿直綫傳播相应。 

①关于吳掊督原理，可参考周培減:理論力学，第460頁一.譯志注 c _ 
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§7-2. 強度 

在 儿何光 学中，光波可以当作一束光綫。然而光綫本身仅仅 
决定光在®—点的傅播方向，还佘 F 来一个問題，卽光的强度在空 
問分布的問題。 

在所考虑的光綫束的波靣上，我 們取出 一个无限小的面无。 
从微分儿何知逋，在毎一个曲 tS 的每…负上，有两个 C 一般說是+ 
网的）生曲率半徑。設 a 和吨圖为主曲 率圓的 綫无，它們 
丛在波商的給定固元上。鸫过 a 和 c 的光綫相交于相应的曲率圓 
心 G ， 而緙过6和的光綫刖栢交于另一曲率 W 心％。 

当从 A 和仏出發的尤柬的开放角一定时，弧 ac 和 M 之長 
硓然4曲半半徑取和仏成比例（卽与及 <90成比例）。画元 
的面积与長度 ac 和 
W 之积成比例，卽与 
仏匕成比例。換句話 
説，假如我們考虑一 
个由一組光綫所限制 
的波面 X ，那么，岛 
我椚沿着光綫移动时，面元的面积将与 ^ 成比例地改变。 

另一方面，光的强度，卽每單位両积的能筮通量，与一定的光 
能量通过的曲面面积成反比。因此，我們得到一个結果4卩光的强 
度是 


h 



8 


常数 

H ， 


(T-14) 


这个公式必須了解如下。在每一条光綫上(圖 7-1 中的仙 X 
存在着确定的点 G 及％,这两点是所有 与光綫 枏交的波面的曲 
率中心 C 在与其他光綫相交之点上)。与是从 G 点（波面与 
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光綫相交之点)到 h 和 A 的距离，卽波面往的曲率半徑馬 
及因此，公式 （■7-14) 决定光沿若-条光綫上的强度变化，表 
示为到該綫上二定点之距®的函数我們强調指出，这个公式不 
能 ffl 米比較同一波卤上的不问点的强度。 

旣然强度为場的喷的平方所决定，？》們就 4以1 出場本身沿 
光綫的变化如下： r 

^^L.e ikK , ( 7 - 15 ) 

fc 式中，在相因子內，我們可以用 A 代替上也沂以 ffl A 代 
替丑。对 f 一給定的尤綫，两相差一个常量 
S 1 S 因为差均- A 卽两个曲率中心的距离，是一个常数 c 

假如波面的两个曲率半徑相等，那么,（7-14〕和(: 7-15) 就有如 
下的形式： 

气 $ ( 7 - 10 ) 

当光是 从一今 点源射出时，这种現象总会發生的 C 波面都是同心 
眛， E 是从光源到波面的距离)。 

从 (7-14) 式，我們看出 ，在构 = 0, 馬 =0各点，卽在波面的曲 
率中心，强度变为无穷大。将这个結論应用到光綫朿，我們得到在 
一給定尤綫束內，光的强度，一般来說，在两个曲固上变为无穷 
大，这两个曲面就是波面的曲率中心的軌迹。这两个曲面称为焦 
散面。在特婊情形下，卽光束的陂面是球面，那么，两个焦散面就 
融合为一点(焦点)。 

必須指出，按照微分儿何中大家所知道的曲面族的曲率中心 
軌迹的性質，光綫与焦散 ® 相切。 

我們应当記着，对于凸波®，波面的曲率中心可以 不在光 綫本 
身上，而在光綫的延長綫上，在發出光綫的光学系統之外。在这种 
情形下，我們說它是虛焦散面(或虛焦点)。这时，尤的强度无論在 
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那里都不会变为无限大。 

至 F 光的强度变为无限人，不用說，在实际上，强度在焦散面 
上虽变大了，但仍是有限的(見中的習題夂彬式光强变 
为无限大就說明儿何光学的近似性不能应用到 焦散卤 附近。 [ HJ 这 
个奋关系的还有下述的事实，卽位相沿着尤綫的变化可以由公式 
(7-15〕来决定，但是只限丁不包含与焦散面相切之点的一段。以 
后在 S 7- 7中我們还 要証明，实 际上当光綫穿过焦散面时，場的位 
相减少这就是說，假如在光綫上与焦散面第一次相交之前的 
那一段上,場与因子是沿光綫的坐知:)成比例，那么， 穿过 

焦散面以后,場将与比例。在第二个焦散面的切点 
的附近， R 样的情形乂發生 f , 在这点以后， 場将与 成比 
例。 


§7-3, 角相函数 

阪如一条光綫在眞空巾行进，投射在一个透明物体上，当它 
M 这个物休射出时，它的方向与原來的方向一般来說是不同的 c ： 
这种方向的改变当然 G 物体的特性和物体的形状有关。但是，我 
們4以求得一些一般的规律，这些说律給出光綫經过一个任意物 
体时方向的改变。在此，我 f 門 A 假定儿何光学可以应用到在我們 
所考虑的物体內行进的光綫。侬照慣例，光綫所穿过的透明物体 
称为“光学系統”。 

按照§74所指出的光綫傅播与粒子运动的相似性，这些普 
遍定律，对这样的粒子的运动的方向改变也是有效的，这个粒子 
在眞空中最初沿直綫运动，以后經过任一电磁場，再从这个場中穿 
出来到眞空巾。但是，为了确定起兄，我們以后总是説光綫的傳 
播。 
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我們在上竹已經看出，决定光綫溥播的相函数方程可 a 写成 
(7- id 的 形式： (对 r 有一定頰率的光玆从現住 

起，为便利起見，我 們用 4代表被常数 f 除过了的桕函数。这时， 

儿何光学的基本方程有 f 列形式： 

CV '»1. C 7-17) 

这个方程的每一个解描写一个一定的光綫束，而且經过空間 
給定点的-光綫的方向为該点的4的梯度所决定。然 ffti 为 r 我們的 
月的，这种描写是不够的，因为我們正在寻找普遍关系，用这些普 
遍关系来决定任意光綫經过一个尤学系抗的路徑，而不是一个一 
定的光綫束經过一个光学系統的路徑。因此，我們必須应用相函 
数的这样一个形式，它可以描写 所有一 般可能 的光綫 ，就是經过空 
間任意別点的允綫 „ 通常形式的相函数也>)是經过点 r 的某 
取之尤綫的相。現在我們应当介紹相兩数为两点的坐标的函数 
_//(!% W )( r 和 W 是光綫的初点和柊点的欠徑)。…条光綫可以經 
过每…对点 r ， C 而 • Kr /) 是这条光餞上的两点 r 和 I"的泪差 
(戚如一般所称的，光程長度乂从現在起，我們了解 f 和 W 为光綫 
未透过光学系統和已透过光节系統的两点的欠徑 3 

假如在屮，認为矢徑之一，例如 匕是給 定的,那么， 
必是 r 的函数，描 E —个 - 定的光綫朵，卽經过 f 点的光綫柬。必 
应当滿足方程(7-17)，方程中的微分坫对 I ■的分？:进行的。同理， 
睱如 r 固定，我們乂得到一个 0( r , P 0 的方程，因此 

(Vr-A)^l, (Vw0) 3 = 1- (7-1B) 

从上节我們知道，光綫的方向为它的相的梯度新决定 u 旣然 
咐，) 是在点 r 及点 H 的位相差，在 P 点的光綫的方向就为矢 

紗；结 7 所决定，而在 r 点的光綫的方向，則为欠量 n = — U - 所 
决定。从 (7-1 8 〕 式可 以旮 出， n 及 W 是單位矢量： 
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lei 


(7-19) 

四个欠 M A W 相互間有一定的关系，因为 n 和 V 是莱 

一函数4对 r 和 P 的导数 & 圭十函数4本身，那它是滿足补充条 
件一方程 （7-1 幻的^ 

为了求出 n ， n 、' P 的关系，最便利的方法是用另外一个量 

代替么在这个量之上不加任何附带条件（卽这个量不应当滿足任 

何微分方程）。我們可以按照下面的方法去作。在函数0內，独 . 4 

殳数是 f 和6因此，对于微分 d 屯我們有 

^ .d^= - n.rfr+n # .^r\ 
jp Sv { 

硯在我們作一个勒襄特变換，从 p . W 变換到新的独立变数 n ， 
W 亦卽我們写 

引入函数 

Z = n W - n * r — 屮 （7-20 ) 

我們 < 得到 

d % 二 —r.rfn-hr r *dn\ (7-21) 

困数; C 称为“角相凼数”；从 (7-21) 式，可以苕出，角相由数 
內的独立变数进 n 和 n'。 沒甘附带条件加在 Z 上。水实上，方程 
( 7 ™1&) 视在仅仅表示 W = ： l ， 而这是文于独立变数的条件。从 

这拽条件可以看出，在矢置 J 1 的二个分贵1中， U 有两个是 
独立的，对丁 n' 也有类似情况 D 我們以耵选収、〜，为独 
立变数，这时 = Vl — nf ~7 L ^ n 卜 

将这些式子代入 

各 ％= — xdn^ — ydn }J — zdns-^^/dn^ + y r dn* v 十 ^dn f Si 
我們得到微分的表示式 

= - (y - — — ( ^ ' ~ ~^ ? + 
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由此，我們便最后求得下面的方程: 



(7-22) 


这就是我們所求的 A V ， F ， W 間的一般关系^函数; f 是光綫所經 


过的物体的特性 （蜈如 物体姑一个运动的带电粒子，； f 就是場的特 


性）。 


当 n 和&之條固定时， （122) 中每一对方程都代表 直綫 。这 
些直綫正足未穿过光学系統的光綫与穿过光学系統后的光綫。因 
此，方程 (7-22) 直接决定光学系統两側的光綫进程。 

% 7-4. 狹光綫束 

在硏究光綫束經过光学系統时，所有光綫都相交于一点的光 
綫汆屋値得特別注意的(这样的光綫束称为同心的 X 

經过光学系統后，同心光綫屯一般不再是同心的了，亦卽經过 
物体后，光綫不再会聚在一 /( 了。仅仅在特殊情况下，光才屋从 
一个發光点( I !發，穿过一个光学系統后，又会聚在一点（發尤点的 
象)⑤。 

可以証明（晁§ 7 - 5 ), 整个同心光 綫束經 过光学系統后仍然保 
持为同心光綫束的唯一情形是所謂恒等反射的情形，在恒等反射 
的情形下，光学系統对 T 任何物件都給山与 物件大 小式样完全相 
同的象（換句話說，象与物件的差別仅在于移动，轉动或完全鏡反 
射夂 

因此，沒有光学系統能紿予物件(具有一定的火小)以完全淸 

象，只有恒等反射的情形是例外却。 

①交 g 可以在光^本 A 上，也可以在它們的延 苌綫上 象为实象或虚痪卽依 
it 情安时定。 

客这种反射 nj 以借助于平面饯实現。 
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凡是不是恒等反射的情形，一个有一定大小的物沐只能产生 
近似淸晰的象，而不能产生完全淸晰的象。 

一个冏心光綫束过渡到另一个同心光綫束的最重要的情况， 
是在一条固定的（对該光学系統而言）綫附近行进的十分狹的〔开 
放角甚小)光綫束。这条綫称为光学系統的尤軸。 

然而我們必須注意，甚至无限狹的光綫束(在三度空間內）在 
一般情况下也不是同心的；我們已經看出，搞至在这样的光束內， 
不同的光綫相交在不同的点（这种現象称为象散現象 X M 有波面 
的这些点是例外，在这些点上两个主曲率半徑相等，卽这呰点的附 
近的波面上的一个小区 域可以 当作是球面，其相应的狹光綫束是 
同心的。 

我們考虑一个具有軸对称的光学系統 3 这个系統的对称軸同 
时也是它的光軸。沿着这个軸行进的光綫束的波卤也有軸对称 
性;」下如我們所知道的，旋轉面在它們与对称軸相交的那些点有相 
等的曲率凇徑。因此在这个方向行进的狹光綫束保持为 H 心的。 
上面的結論也可以应丁-用行进方向同光軸夹角十分 小而本 身又卜 
分狹的光綫朿 

为了得到定量的关系，幷利用狹的光綫束来决定經过一个軸 
对称尤学系統的象的菸成，我們利用普遍公式( 7 -22)，当然首先要 
确定函数 /在所 硏究的情形中应取的形式。 

旣然光綫束是狹的，而且在光軸的近旁行进，那么，每个束的 
矢量 n 及 n ' 差不多都娃沿着这个軸的方向。暇如我們选擇光軸 
作为 Z - 軸，那么，分量〜，…，％， W 就比一小了。对于叫,<而 
言 ， fTfj n ； 卯近{以地等于十 i 或 一1。 在第一种情形下，光 
綫儿乎沿着原来方向繼續行进，穿过光肀系統而进入其另一边的 

① 我捫可以 証明， 借助于在光軸近旁行进的 狭光綫東在一 个非軸 对汝光 学系抚 
内成象的間 S 用■以化为在軸菏称系統內成象，加上如此所得的扳相对于物体的旋轉 a 
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空問內 c 这种妃学系統称为透鐽。在第二种愔形，光綫改变方向 
到儿 _f . Hl 反的方 向上； 这种光学系統称为反射鏡。 

糊1 〜 ，…乂 n : r 的組很小的性質，将内 ffl 函数 : a 〜 

展开为級数到前几項为止。 rtif 整个系統的軸对称忡，；(:对 
于喵标系統總光軸的旋轉来説是不变散。由此叮兑在 x 的展丌式 
中不可能有与欠 n 和 W 的&分敎和 s 分最的一次幂成比例的 
一阶項，因为这样的項就不可能冇所要求的不变性。具有所要求 
的特性的二阶項足和尤向积 n * n ； o 因此，精确到二阶項为 
止的軸对称尤予系統的约相®数有下面的 形式： 

:^常数 + ^ Ol + ”）+/(>/; +〜 o 4 op+d 

-i Jt 

(■7-23〕 

式中， fjh 显常数。 

为了确定起見，我們現在来硏究一个透鏡，这时我們 
对十 反射紀，以耵可 a 知逍，所有的公式都旮相似的形状。現在将 
( 7 - 23 ) K 人普遍公式 (7 - 22) 內，我捫得到： 

…(叫 X 
竹心一9)-»% /…十 +&)= 义 

我們 考虑一 个从乂 ( AI s 财出来的同心允柬；設点忒 〆〆 
是光束的光綫透过透馘后的交点。睱如 （7-24) 的第一对方程与第 
二对方程都是独立的，那么，这四个方程当 A A \ V 为已知 
时决定％，〜 〆 〃 〆 ，的一組确定的値，就是説，只有一条光綫从点 
出發幷經过点 （ 〆 ，<> 内此，为了使所有从出發的 
光綫都經过< A 必 （7-24) 就必須+是独立的,就是説，这些方程 
中的一对是可以从另一对推出来的。这种相依性的必要条件显然 
是这些方程中的一对方程的系数与另一对方程的系数成比例(这 
时，将常数乘一对万程就得出另一对方程)。因此我們有 





由此可得 


(7-25) 


a? — 卩 — f — y — ^ 
f — v + h 一 P 一 〆 


(方一 y)(V + 岣尸. （7-26〕 

我們所求得的这些方程就是象坐标与物坐标在利用狹光束成 
象时必須滿足的关系。 

在光軸上的两点9及- A 祢为光学系統的主焦点。我 
們来考虑甲行于光軸的光綫束。这种光的源点 a 然是在光軸上的 
无穷远点，卽 z = 从 （7-25) 式看出，在这种情况下， 尤 , = —h 

因此，一个平行光綫朿，經辻光学系統后，相交于主焦点。反之，一 
朿光綫，从主焦点削川，經过光学系統后就变为平行光了。 

在方程 (7-25) 中，坐标^和/都娃从光軸上同一原点量起 
的。然而，假如选揮相应的主焦点作为原点，幷从这些不 N 的股点 
去量物坐标及象坐标，就将还要便利些 3 我們选擇从主焦点（与光 
綫相应的)到光行进的一边的方向为正方向。用大写字母代表新 
的物坐标及象坐标，則我們有 

X = ^ ^ g. X 1 ^= r x f -\-h^ Y = y^ Y r = y*^ z 7 Z r — , 

成象的方程(7〜25)及 (7-26) 在新坐中取卜 商的 形式： 

XX f — f ' ( 7 - 27 ) 

一苧 . ㈣ 


/这个量称为这个系統的主焦距。 

y ^ y 这个比®称为橫向放大率。至于縱向放大率，旣然坐标 
幷不彼此成 M 單比例，它就必須写成微分形式，用来比較物元素的 
長(沿軸的方向）与相应的象元素的長。从 C 7-27) 式， a 們得到“縱 


向放大 率”为 


dx ^ ^ p _/ i^y 
dX ^~ X ^^\ y ) f 


(7-29) 


由 此吋見 ，就是对于无限小的物体来說，也不可能得到一个儿 


Iti 6 


f-i ： 荜 : Jtmm 


何相似的象。縱向放大率絕对不会等1橫向放太率 c 除 rtu : 等反 
射一种情形外〕。 

从光軸 t 的的点出發的光紱束，又交 =]h —軸 [二的 
= — /的点;这两个点称为主点。从方程 (7_24)( M ^ - = h 
— 显而易見，在这种情形 = = 下，我們得 

到 方程叫 = <= <。因此，每条从主点出發的光綫，又在另一 
主点写光軸相交,其方向与原方向平行。 

假如物和它的象的生标是从主点量起，而不是从主焦点 M 起， 

那么，对于这些姬标 S 和 S 1 ， 我們有 

fW +/，—/. 

将上式代人（7-27)，我們就很界易得到成象方程 如下： 

(7 ~ 30) 

我們可 a 証明，对于薄的光学系統 c 例如扠射鏡或薄透銳两 
个主点差不多重合3在这种情形下，方程 (7-30) 就恃別方®，因为 
在这个方程中， f 和 f 实际丄从同一点逵起。 

假如焦距为正，那么，位亍焦点前固(按光綫的行进）的物 
( x >0) 所生成的象是正立的 （ r '/ r > 0 ) ; 这种光学系統称为会聚 
的。假如那么，当 z > o 时，我們得到就是說，物 
所生成的象是剷立的;这种允学系統称为發散的。 

还有一个构象的極限情形沒有被包含在公式 (7-30) 内；在这 
种情形下，（ 7 _ 23 )的所有系数/，£；， A 都娃无穷大(:就是説，光学系 
統有无限大的焦距，而其主焦点位 T 无限远此乂将 (7-26) 式中的 
括弧乘积展开，逐項用来除，再吏/, &趋近于无限大取極限， 
我們枵到 

旣然我們只注意物和它的象与光学系統之間的距离为有限的情 
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形，/.?， A 必須这样地趋近于无限大，使比値 A / l / 2 - 为有 

Kc m a _ 和 p 分别代犮这两个比値，则我們有 

X * =： ota ； + 

对于其他两个坐标，我們現介从普遍方稈 C 7-29) 得到 V /3/ = y/.i = 
= i/ ~^o : a / G ， 又从不同的原点 ii : 坐标#扪4卽从軸上的某一任 
盘点及这个点的 fe . U 坐标# 和 < 我們 MG 得到成 象方程的簡單 
形式如 h 

X f --^ aX , Y f = ± V " IY , Z f =± V ^ Z . (7-31) 

因此，縱向放大率和横向放 大率都 是黹数（然而象在儿何上幷不与 
物相似，因为两个放大率不相等）：这种成象的情形称为望远鏡式 
的。 

我們为透鏡求出的，从 （7-27) 到 031) 的所有方程，对于反肘 
鐶両枰可以应用，其至于对沒有軸对称的光学系統也可以应用，只 
要求 ffl 来构象的狹光綫朿是在光軸的附近行进就够了。同时，物 
和象的坐标$的度 觉必 須总是从相应的点 C 主焦点及主点)順着光 
綫傳插方向沿尤軸进行。 这时 ，必須記住，在沒有軸对称的光学系 
統中，在光学系統前面与在光学系 統后卤 的光軸不在同一直綫上。 

習 邏 

剌用两个光蚰合而为一轴对餘光学系統构孩，試求其; m 距。 

解骹八利 / s 是这两个系統的焦臣。对每一單个的系統,我們有 

旣然第一个系統所产生的崧 m 为笊二个系統的物，那么，用；来代表第系統后面 
的主焦点与第二个系統前面的指点的距 m , 我捫就有 x s = x ;- z : 通辻来表示 
1=%禅到 

卜膏-手卜閉' 


或 




168 


第七草 


由此可見，組合系銪的 t 焦点位千点而」 :龙跹职是 



(为了选擇这个式子的符号 ， 我們必須；出相应的横向放太串的方甩乂 

当^=0,餚跹 /=' 妹袅說，巾組合系統得到窣远錁式的构象在这种情形下，我 
們有就是說，屯筲渴公式 (7-31) 巾的参数 a 等于： 

"~Tr 

§7-5. 用* 光棧束来构象 

我們在上节所考虑的用独光綫朿來构象的情形是近 似的； 光 
束愈狹，象愈准确(:卽尜愈淸晰X我們現在提出这个間瓸，卽利用 
一个任意寬的光綫束給物体淮确地构象有多大的可能性。 

同利用狭光綫束来构象的情形 不同； 用狹光綫束构象对于任 
何具有軸对称的光学系統都可能办到， m 利用寬光綫束来构象仅 
仅对于特別构造的光学系統才有可能。在§7〜4中已經指出过，卽 
使加上了这个限制，构象也不是在空間所有的点都可能。 

以后的推导是根据下面的説明。設所有从某一点0出發的尤 
綫，穿过光学系統后，又在另外一点以相交。很容鉍看山，所有光 
綫的光程 K 度4都是一样的。实呍 L， 在0与 o' 二点巾的每…点 
的近旁，杷交在它們上的光綫的波面是分別以0及 a 为心的球 
面，在趋近于^ 和以的 極限情形下，彼凼退化为这两个点。但是 
波面是等位相面，因此，沿着不同的光綫，在它們与两个已定波商 
的交点之間的位相变化是一样的。从 L 面所説的，可 a 推断，不同 
的光棧在^和&两点間的总的位梠变化也是一样的。 

首先讓我們来考虑列用寬光綫朿使一小段直綫生成象所必須 
滿足的条件;这时，象也是一小段®綫。我們选擇这两个綫段的方 
向为X和 P 軸的方向，其原点是在物与象的任何两个相应点 <9和 
0 •上: 設少为从 0 出發到达0的光錢的光程長度。假如一条光 
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綫从与 O 点无限近的一点〔其坐标为出發，到达 染所在 的一点 
(其坐标为心0,这条光綫的光稈 M 度将朵屮+邱，其中， 

我們引入成象的“放大率” 

dx* 

^ = ~^ } 

它是象元素的長心 ' 与物元棄的 H 之比。因为物的綫段很短， 
放大率 a 沿肴餞段叮以3怍是常数。按照平常的写法， 50/^- 
--〜， 9小/况4、(，乂 是光綫与梠应的 X 軸和1軸所火之角 
的佘弦），我們得到 

d\b = ( an r x — n x ^) dn \ 

对于每一对物与象的 椚应点 ，光荇長度4 + ^0对 - f 所有从点血出 
發而到达点心'的光綫都是一样的、从此我們得到一个条件 

lira % — 常数. （7-32) 

这就是我們所求的条件，它是在利用寬光綫朿使-段直綫生成象 
时，光綫在光学系統內的路裎所必須滿足的条件。所有从 O 点出 
發的光綫都必須滿足 (7-32) 式。 

举例而言，頓我們应用条件 （7-32) 到下面的构象佶形，卽利用 
軸对称光学系統对与系統的光軸蠆合的綫段构染。趾而易見，染 
也与光軲重合。由 T 光学系統的軸对称性，一条沿尤軸行进的 
=1) 光綫通过光学系統后幷不改变它的方向，就是說 〆 
由此可以断定，（ 7 _把）式中的常数在这种情况下等于《 — 1;我們 
可以将 C 7-32) 式改写为 

k ：^= a t 
1 一< 

用沒和 P 代表光錢在物与染的所在点与光軸所夹之角，則我們有 

1 — re r 1 — cos (} ^ 2 sin 2 -^- 1 — ni = 1 — [；os 2 sin 3 -™ 

2 2 ' 
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因此,我們得到构象的条件如下： 

Kin 

- 0 f =常数= n . (7-33) 

sin — 

2 

現在我們来討論对-个平面的一个小部分的构象，这个象将 
足—平的一个小邡分。 m 韩.易証明，服如对于在物的卩面內 
两个綫段， （742) 这个条件是被滿足了，那么，对 T 在这个 f 
面内的任意其他綫段这个条件也是被滿足的，因此，对于所考虑的 
平面的整个区戚，我們都能构象。我們总能在物的平面內选擇X 
与 Y 軸.使象軸 V 和>1 互 相亟直 。在利 用寬尤 綫隶米对平西的一 
小部分的构象时，加于光学系統闪的光程上的条件可 a 写成下面 
的形 式： 

常数， — =常数， (7-34) 

式中^和3足确定在 xyy 向和在 f 方向的放大率的常数。 

作为例子，我們来硏究芷宣于軸对称光学系統光軸的一小塊 
平商的成象。这个象 M 然也垂 直于这 个軸。由于射称性的原故， 
。.- - P ， 闪此 C7-M) 两个条件在此处化为 一个。 冉用 和& 代表光 

綫3光軸在物 y 蘩的所在点的夹 ft ,我們得到 

a dn 少 一sin 卩=常数 . 

对 丁从物 平面与光軸的交点出發而叉沿着这个光軸行进的光綫 
0 = 0), 根据对称性，我們必定有& 因此，常數=0,于尨我們 
得到构象条件为 

金 |,=常数’ (7-35) 

关 f 利用寬光綫泶来构二度物体的象 ，很容 易看出，卽使对于 
一个无限小的体积，这也是不叮能的。事实上，这样构象的条件是 
在物的体趴内的任意三个綫段必沏滿 if (： 7 _ 32 )式。这些关系必須 
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对所冇从物 的一点 ^發山的光綫都能被滿足，卽在矢 iinfl ■: 盘 

的情形 I 都能被滿足。因此，單位矢砍的分遗«■»〗必須滿足 

如（ 7 - 32 〕形式的三个力程，此外还要滿足 十1， 

說 共要滿足叫个 方程，这在-，般情形 卜是不 可能的 (:除 r 恒等构 
fe 的情形外乂 


S 7-6, 几何光学的棰限 

直接从¥■色平面波的定义可以知道，在这样的波中，扳幅无論 
在任 H 地点和在仟何时候都是一样的 c 这样的波在空間的任何方 
向都是沒佇限制的，而 _R 从 一 CO 到+ CC 的整个时姐圍内都足 
存在的。任何波的板蝠如在仟何地和在所有时間都不站常贵， 
那么，这种波只能是或多或少犟色的。我們現在来討論一个波的 
“¥.色程度”的問題。 

讓我們来考虑一个振幅为时間函数的电磁波。換句話説，在 
波經过的空間每一点，波的振幅随着时間变化 5 

設叫是波的某-平均頻率。这时，波的場，例如电場，在一指 
定点有珥的形式。这个場木身当然+是單色的 ，然血 可以 
展开为單色波，卽可以展? T 为博 里叶积 分。这个域开式屮的分量 

+ CC 

的振幅与积分 j * ❿由成比例， W 是展开式的分 ft 的顿 

— 30 

率。因子#一〜 { 是一个周煳性函数，其 2 H 均値为零。 f 段如仏是 
常数，那么，对 _ f 所有⑴关叫的角頻率，积分就爵正等于军厂。假 
如 It ( )是变数，似是在一个火小与1/(>一叫）冋阶数量級的时間 
間榀內变化很小，那么，这个积分就儿乎等于零，均的变化愈慢， 
积分就愈近于零 3 为 r 使积分与零有 a 著的不冏，在—个与 
i /屮 -％)同数麓級的时間間隔內必須有显著的变化。 
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我們用 w 农示这样一个时間間隔的数量鉸，在这个时間問隔 
內，波的振幅在空間一給定点的变化是敁著的。从这些考虑，現在 
可以推断，那4在这个波的尤譜分解中有显著强度的、与％相差 
最大的頰率将为 1/(^ —叫)〜以这个条件所决定 D 假如用心 1 ^表 
示 t : 均 W 率叫附 近的頻率間隔 ，而这个頻率間隔是在波的光譜分 
解之內，那么，我們将有关系式 

A^Af~l, (7-36) 

Aw 愈小，那个波的光譜分解中的頓率間隔也就愈小，就是說，波 
兪加近于單色的。因此可以费出，实际上波愈是近于單色的，就 
愈大 ，就 M 說波在备:間每一点的板幅变化也就愈慢。 

与（ 7 -訊)相似的关系，对 r 波矢量也稃巅导出来。設 
az 是沿着 x f r t z 各軸的距离的数量級，在这些距离內，波的 
振幅有 M 萁的变化。在給定瞵問，波的場作为坐标^的兩数 O 和 
， 冏定〕 权的形式，此处的心，是波矢量的分量的某 
一平均値。与推导( 7 - 3 幻式完全一样，我們可以求得波的傅里叶 
积分展开式中所含的値的間_ Ah (同样 对于、 *0。这肘，我們 
得到 


♦ Ak^y 〜 1 ， Ah € Az L (7-37) 

護我們来硏兜在有限时問間隔內輻射出去的波这个特例。用 
以代表这个时問間隔的数量級。波在空間給定点的振幅在 AS 內 
在任 H 情况下都有®茗的变化，而在这个时間問隔 At 内，波巳完 
全逋辻这一点。根据(7-邪）式，我們現在可以說这样的波的“單色 
程度” Aw 不能小于 1/ Af (然而，大一呰当然是可以 的）： 

△ 心去 (7-33) 

同样，假如 A % A % 是波在空間的延展的数量級，那么，对 

于在波的分解中的波矢量的分量之値的間隔,我們得到 
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373 




A 


A〆 - t 〜 Ay ， (7 ’ 39) 
从这些公式可以断定.假如尤朿有一个一定的寬度，那么，在 


这样的一个光束〒，允的博播方向不可能严格不变，取光朵中光 
的(平均)方向作为 X 軸的方向，我們得到 

(7 ~ 40) 

式中，心是光束在乍面內对其平均方向的偏差的数最級（見 
% 7-9) 0 


另一方面， 公式 (^40) 解决了光約构象的淸哳的極限問題。 
一个光束的所有光綫按照儿何光学应該都祀交在一点，而在实际 
上，所得的象拌不是一个儿何点而有斑点的形状。按照（7-40〕式， 
斑点的寬度 

A 〜 矗 ~ 舍， （ 7 ~ 41 ) 

其中，0是光束的开放角。这些公式不佝可以应用到象上,而且也 
可以应用到物上。就娃說，我們可以肯定，在观察一个从一个發光 
点射出的光束时，不可邯区別这个点与一个大小为的物体^ 
相应地，这个公式 (741) 决定显微鏡的鏨別能力的極限。当 6^1 
时， △ 达到最小値，这个値是 X ，这是与这个事实完全符合，卽儿何 
光学的極限是为光波的波長所决定的 3 


習 娌 

求一个与蒂相距为 f 的平行光東所产注的光束的最小寬度的数最級 Q 
m 骹在幕上的孔徑为孓从 (7- 40〕得到衍射角为 \/ d , 从而堪到光來芄度的数惫 

級为 d + 4;。 这个董的最小植是2 〆 ；^ 

a 


§7-7 .衍射 

凡何光学定律只冇任波長可 a 锌怍无限小的理想情况下才是 
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严格正确的。这个条件愈是不能止确 地被滿 兄，与儿何 z 学的偏 
龙就 愈火。 这种差舁的結沿就产生所謂“衍射项象' 

例如，在光①佟播的道路丄，放置一个障碍物一 -一 '个 a 意形 
状的不透明物体，（我們称它为碎 ) 或者，例如，光經过不透明屛的 
孔，这时，我們就能观察到衍射現象。假如儿何光学定律被严格地 
滿足的話，那么，在 屛后 面将有一些影 K ， 影区与光落 f 其 t 的区 
域冇非常淸楚的分界綫。 lh 于衍射，允与影之間，沒有明晰的界 
限，而光®分布國形甚为复杂。辟愈小，或屏上的光孔愈:小，或波 
長愈太，这种衍射现象就愈强。 

衍射理論的任务就是 〆 :£物体位置与形状-定(尤源位置也一 
定）的情况下,求光的傅播，卽求整个空間的电磁埸。这个問題的 
准确解只4在滿足物体衷面上的适当的边界条忭下求解波动方程 
才可能得到，而这些边界条件則与物質的光学性質有关。这样的 
求解往往遇到很人的数学困难。 

然而，在大多数情?兄下，对 T 1 光在光与影的边界附近的分布問 
題，利用求解的近似方法就够丫。我們可以将这种方法用于与几 
何光学相差不大的情形，这种情形 造： 第一，所有物体的大小都比 

波長大很多；第二，光的方向与 儿何光 学所給 
出的光綫方向相差很小。 

現在我們来 ■# 虑 tt 葸一个有孔的屛，光 
綫从光源出發穿过这个孔。圖 7-2 表示屏的 
断粗綫)：尤行进的方向是从左向右。用 
m 7-3. «代表 E 或 H 的任一分 M 。 这时，我們把 M 

了解为仅仅是坐标的函数，卽不包含与时間有关的因子我 
們的問題是决定光的强度，就娃决定茌 WJG 面的任何一个覌察点 

( I ) 以后我們所时論的衍射，邵是光的衍射；所有以后的討垛，当然，也可以应 
叩到任牵的电磁坡上。 





P 的場％在与儿何光学相差尤儿的情况下的近似的舯这个問题 
时，我們可以認为,在屏孔的点上 ， 場与沒冇 P # 在时 ^ f :._. 換句 
話說,此处的場吋以直接从几何光学推出 D .屛背而的所有点上，埸 
可以算 作零。 这时， W 本身的特性（卽 M 物質的持性 ） 姑然不起作 
用。同时也很明显 T 在我們所考虑的情形下.对于衍射 •重耍 的仅 
是屏孔的边緣形状，至于不透明的 W 的形状不关紧要。 

我們相任一曲面盖着屛的孔，而这个曲闽以孔的边綠为界（这 
样的一个曲面的断両 圖用 虛綫表示在圖 7-2 巾）。我們将这个曲 
面分割为_积为打的若千塊 〆 /的大小比光的波長人很多。我們 
可以将这些小塊(光要經过这些小塊〕中的每一 ■木身 当作光波的 
猄，光波从这个小塊向各方向肘出。我們来考虑在 P 点的場 ，这一 
点的場是遮盖着屏孔的表西的所有小塊町在該点所产生的場的 
迭加的結來（这就是所謂惠更斯原理)。 

小塊釘在？点所产生的場显然与在小塊町本身上的場之値 
议 成比例(提醒一下，我們巳經陧定了 ，在办 的場与沒有 屏存在 H 
一样 X 此外，在 f 点的場又与面积灯在一个与方向《正:直的平 
面上的投影成比例， A 向 a 屉光从光躲到町的方向。这坫从 
以下的亭实得来的，卽不管面元奵的形状如何， 只耍 投影面 
保持不变，相冏的光綫将蛏过面元町；因此面元叮对于尸点的場 
的影响将是一样的 。 

由此可見，小塊灯在 P 点所产生的場与^ 介成 比例.此外， 
我們还必須考虑到波从專播到 p 点的过稃中的位相与振幅的 
变化。这种变化的规律是由公式 (7- 〗6)来决定的。因此必須以 
去，乘^(此处的五是 从町到 f 的距离，而& WiM 尤的敗矢 

pikli 

量的絕对値），于是我們 得到： 所求的場与 y 成比例，卽等 f 
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其中 a 仍足一个未知常数 /点的 場足所有面元訂在該点所产生 
的場的迭加的結果，因此它等于 

J e ihH 

U ( 7 - 42 ) 

此处的积分遍及以屛孔边綠为界的业函。在我們所考虑的近似法 
中，这个积分当然不能与这个曲固的形状有关。公式 (7-42) 显然 
不仅可 以应用到屏上有孔的衍射，而且也叮以应用到光在其周圍 
可以自由傳播的屛的衍剔。在这种情形下， （7-42) 式內的积分面 
应該伸延到诚的4个边綫。 

为了决定常数 A 我們考虑一个沿 Z 軸傳播的平 面波； 波囡与 
平间 平行。設 u 为場在平面內的値。邶么， P 点(我們选擇 
这一点在 X 軸上）的場等于卸另一方面，户 A 的場也可以 
由公式 (7-42) 来决定，例如选取 YZ 平面为积分面」 N 时，因为衍 
射角很小,卽因为与儿何光学相差不大，在平卤内的点中，只 
有那 些靠近 原点的点在树分中才重要，卽 I 是^点的坐 

标)的点。因此， 

E ~ V x 2 y 1 + -{- V - 士’ 

2co 


而 C 7-42) 則化为 


—通， K s „) 峽 

— cq 

式中^是常数（在^平面內的 場)； 在因子去中，我們可以使 
常数。因此 



这两个积分当然是完全一样的；若将代入，則每个轵 





分都变为 


e ir2 d ^= ^ cosf 2 d^i J sin J /_^.( i -； 

一 CC * 一 — <cc 

从而我們 m 到 

k 

另一方边:， Up ^ u ^-, 因此 

1 c 

d ^ •-— 

2 rri r 

将它代入 C 7-42) 式，我捫最后得到所提出的問題的解 如下： 

— j'iSr，. ㈣) 

現在讓我們应用公式 (7-43) 來求一条允綫在經过它与焦散面 
相切之点时的位相变化的問題（見§ 71术浞)。我們选擇任 盘的 
一个波靣作为在 (7-43) 式中的积分画，再求 P 点的場 M ， 此处的 P 
点是在某一条光綫上，它与光綫同我們所选定的曲面的交点的趾 
离为7 (我們选定这一点怍为坐标原点 A 而以在〃点与曲面 ffi 切 
的平面作为平画 X 在求 (7-43) 的积分时.仅仅曲面在〃点附 
近的一个小面积坫重要的。假如选擇和平闽与波函在0 
点的主曲 率平面 合，那么，在这一点的附近，曲面的方程足 

^ 一 2/“十^? 

式中，私和^是曲率半徑。从在波面上以 X， I s 为坐标的一点 
到以6 0, 0为坐标的/>点的距离％則是 

朴 V (+ — 忐 )+ 1 ( 备—是) ■ 

在波面上，場 I 可以当作常数；因子 1/ E 亦可当作常数。旣然我 
們只对波的位相变化有兴趣,所以我們略去系数，幷簡壻地写 
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笫 七草光的博搐 


% 




ik 

e 





dz . 


(7-44) 


波固的曲率中心是在我們所考虑的光綫上的心和 
两点； 这 M 点就是光綫与散面相切的 WA , 設当^< 
时，两个积分号內的指数式屮的；的系数都是正数，这 
两个积分的毎一个都与 U +〗) 成比例。因此，在未与 媳故而 第一次 
相切的这一部分光綫上，我們有奸〜 当％ <$<坞时，在两 
个切点之問的这一部分光綫 t ， 沿着?/的积分与 U + 0 成比例，但 
沿着 S 的积分則与 1-1 成比例，囚此两者之识就不包合弋因此 

在这里我們有扑〜一，就屉說，当光綫經过第一 
个焦散面的附近时，光綫的位相發生了一 w /2 的附加兖化。最后， 
当 ^> ff x > ff 2 时，我們有即〜一就姑說当光綫經过 
第二个焦散面的附近时，位相又發生了一次 ％ 的变化。 


習 題 

求光絞与焦散面相切的切点附近的光强茂分布 3 

9H : 为了解决这个問 M ， 我捫利用公式 （7-43), 其中的积分面可以用任意的一 

个波面 Mf ] 这个迚面离 > i 光 淺向浠 
散面的切点要仔足够的远。在鬮 
7,3屮，灿 是这个波尚的一 tUfii 
W 垃焦散面的一段 W &是曲铎 
a & 的渐屈綫^我捫所要砑究的是 
纖 Q 0 与筘散_的切点 f > 附近 
的光强度分布；我們假役光綫 GO 
n 赴足够大的 D 我捫用 
r 代表从点沿着焦散面的法綫 
圖 7-3. 的距离，幷認为在法練上的点的 z 




i 7-7 衍射 
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侦向若曲韦中心的方向为正 《 

(：7-40忒巾的#积分凼数足匝离片 的函数 ， H 是从波面 上任 意一点 Q 到 P 点的 
距見 按服热知的漸 M 较的 性質， 弧⑽ 的畀与钱 Q O 切于 t/ 点）等 

Q 0 之長 CQO 切于0点\对千互 tn 接近的点0与 K 茌們有 ( X ^-,0 P fo 是尨 
散面在 点的曲率牛徑X因此9 组孩 g'o( 沿直淺 ） 圮似地等于(假詨沙 

角很]、） ①： a . 

QO ^ Qrr -{- p ^ e = D -& f >+ p ^ n &^ n- P d ^ m 

6 


最后，距离是①艽 = G 卽 


— 6^ 

将上式代入 （7-43), 我捫得到 

h - 1 ^ — ibit £-- i ^5® 00 

Up 〜 J c 6 coH^xd-\- kp ff 呤 dff ， 

-:o 0 

t 破积分洳叛内的 l / A 的变化是很惕的，而比起相数因+来戠不重栗 f , 所以我 IFI 假 
設它是常玫 ) fl W 入新稆分变 Ji 


我們得到 

式屮 T oO ) 卽所謂犮扎函数该) 6 


^ \ 2 J 

MJ ，〜 中 ( I $|!_)， 


②在肚我們应 用了两 个矢贵 c 这两个矢 a 中的一个的箱对碴比另外 •个的 艳封 
値大很多）之和的栳对値的近似公式： 


| A + a | ^4 + a A 

^ A ^ a , a A 是矢置 a 在矢袋 A 方向上的投影0。 

® 依照瓦 A. 福克(“艾I函数表”，莫斯科，1时6年），戈 IL 函钕中 (G 的定义是 

<r； 

®CO^^L J ^ (f) 央 . 

当函数的自变敉的是大的正碹时， O ⑴的漸近式是 

2 J 

1 -q f 

OO 〆 6 ， 

2 t 4 


就是我中⑴按胳掐数式趋近于筝，当*是大 的負航 时，我們有公式 


中⑴&」、严 (} C - oU *)， 


o t 

就是說巾 0) 是按谢 tr ， 其拫輻与 （-4 成反比。 


关 f 芡 C 函啟的公式与数値表，可以农看 b . a , 輻卑的每者[函效 oy ) 是用 
表示的]。 
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对于 m 嗖 j 〜 I 我捫可写出 

叫外 (o 

c 关于#数闪子的透揮，#考下面 〕 D 

当^是大的正 m 时，我捫由此得到漸近公式 

. 2 l /^ ^ t ^ > P i * 

訧是說闼度按指数規律下陴 C 釤区)。当 z 是太的頁値財，我捫有 

^^ si , i *{--^- V - 2 f + i }- 

犹是說强度快速地拫蔼;强度在振琪时的平均迪是 

I =. — ^ _:• 

1 V — x 

由此，常数4的息义就很明显 T ， 达就是从几何光学考虑而4去衍射效应所择到的与 
焦散面祁距很远之处的光虔。 

在光梭与恥散商 扣切处 (0=0)，找們有 

/ = 0*89/1 

(因为 oco )= o ^29 x 所以在： ms 面的昝点上，光强度与 U 成比俐，卽与厂+成比 
例 U 是迚長） 3 当 X 30 时，光强度趋向无穷大，正如它所应該的一样(見§ 74〕。 

§ 7〜 8. 菲涅耳衍射 

假如光 源和我們求光强度的那一点 F 都位于与屛的距离为有 
限之处，那么，在求？点的光的强度时，我們在 （7-43) 中取积分 
的 i 皮商上，只有一个小区域內的点才是重耍的，这个区域是在光源 
和 P 点的連綫上。实际上，旣然同儿何光学的偏差不大，从波面的 
各点到达 P 点的光的强度，当我們从这条綫移开时，就减小得很 
快。这种仅仅只有波面的一小部分起作用的衍射税象称为菲涅耳 
現象。 

現在我們来考虑任盘一个屉的菲涅邛衍射現象。上面我們已 
經說过， R 有在 W 的边緣的一个小区域对于这种衍射是重要的。 
但是，对丁_足够小的 E 域，屏的边緣总可以当作一条直綫。从現在 
起，說屛的边緣这意思就是說这样一小段直綫。 
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我們选擇經过光源 Q 和屛的边緣綫的 - f 商作为 xr 平间(陶 
7-4〕。我們选擇平面问 xr 平 p 垂阆幷且經点和观察点 
p ， p 点就是我們求光强度的那点。最后我們选擇坐标原点 G 在 
屏的边緣綫 t ， 此后，所有= 二个 軸的位置就宂全确定了。 

設从光源 Q 到原的 
距离为我們用坏代 
表覌察点的^坐标，而用 
d 代表 f 点的3-坐标，卽 
从 P 点到平间的距商。 

按照儿何光学， 光 H 能落 
到平面上靣的点；至于 
在 平面 下固的区域，按 
照儿何光学应当是阴影(儿何影区〕。 

视在我們来确定在几何影区边緣附近在屏上的光强度分布， 
就是在的値比/ V 和 A 都小之处的允强度分布。 d 的負臍表示 
P 点位于 儿何影区中。 

我們选擇經过屏边綠綫而垂直了平面的半平面为 (7-43) 
中的积分面。在这个両上的点的$和 y 两个坐标有/ = 的 

关系 （a 是屛边緣綫与 r 軸所夹之角），而 s 坐标是正的。光源 Q 
在相距为 A (从 G 所在点箅起）的地方所产生的波的場与因子 
J kRq 成比例。因此在积分面上的場〃有下面的比例 关系： 

?i~exp {ik 〆/+ # + 〔 2^ 十 y tn,iia) 3 }. 

在积分式 (7-43) 屮，現在 S 必須代以 

- E= Vy^r^ — dy~ {- {D v — y tanot) 3 . 

在被积分函数中变得慢的因子，比起指数因子来就不重要了，因 
此，我們可以将 i /$当作常数，而以办心 代咕。 7 ■是我 們求得 
在 P 的場为 





lm 


第七聿光的傳播 


—JJ exp {A( 〆 十 y tan ot) 2 +y s + s 2 十 

一 Oo 0 

+ |/(I^ — 夕 tanoc) 2 ~P^—d) 2 十 3 2 } djd% w (7-45) 


我們已經說过，落到 P 点的光綫七要是从积分平面上 O 点附 
近的点而来的 5 因此在积分 (7-45) 中， K 有那嗖比都小 
的#和 s 的値才是重要的。根据这个理由，我們可以写 


y z -\- s s 




〆 （ / > p — y tan oO fi + (?/ — £； 5 2 + # 兰 〜 + 


O — 以 + d 
9 D V ^" 


y fiim 


将上式代人 (7-45)。 旣然我們只注意作为/的函数的場，所以常 
数因子 exp { ihiiD ^ D ,)} 可以 略去； 对 z 的积分所得的式子也不 
包含4因而也可以略去，于是我們有 


I exp {^( 2 D ； y2 + 2^ r ^-^ a )} ^ 
0 


这个式子也可以写成 





2{ D p ^ D q ) 


x 



光的强度是为場的平方所央定，就是說，为 卽的模 的平方 
卜 p| 3 所决定。因此，当計算强度时，积分号前面的因子不存在了， 
因为用它的共軛复数式来乘，其轱果为一。在积分內，我們作以下 
的替換： 




那么，我們得到 




其中 





因此， P 点的强度 J 是 



(7-46) 

(7-47) 


其中 


令{(十 )+ j ) 2 +卜)+ 好}， CT -48) 


C»J 


dr\ M S(w") — y— l sin r ; 2 dr} 


称为菲涅耳积分。公式 (7-48) 解决了所提出的問題，卽确定作为 
3的函数的光强度。我們可 以看出 ， h 是照明区内同影于边緣 
不太接近的点上之强度；更正确一些說，足^>1的地方的光强 

( <7〔(50)=尺(00) = -^ 

儿何影区与負 w 相应。在 w 为負値 it 絕对値很大的情况下， 


JO ) 的漸近式容易求出。为此，我們按下固方式进行。作部分积 
分，我們有 



在方程式的石方再作一次部分积分，幷重复这种过程，我們得到 


ir 4 郞 七氓 

lj . w \ 的幕級数： 


S +[|. i|r ■■■]. 

i^l 

虽然这样的一个无穷級数不收斂，但是因为3卜 | 很大时，以下 
的項遞减得很快，内而当足够大时 染一 項巳經很好地代表左 
边的凼数了（这种級数称为漸近的)。0此，对尸强度^ >) 
C ? - 48 ),我們得到对 f 大而 N _ 为負的 w 有效的下面的漸近 公式： 


47 Tti ? 3 


(7-49) 


我們看出，住儿何影区内，距影边緣很远的地方，强度与到影边緣 
的距离的平方成反比地趋近丁零。 

我們現在来考虑 w 的正値，卽考虑在平固上卤的区域 。我 

們写 


e it}i dr) 


drj — \ e 1 dr ) 


Ci + 


° 〆;-I 


+1 


和. 


对于足够大的 A 我們可以用方程式右方的积分的漸近式，于是我 
們有 

◦o _ ■ 

f ^ ^ 8 1 -I-*) i \ + 2 hv^ w：tm 


将上式代人 CT - 必），則我們得到 


KU + 




sin f w 2 —— V 

V 4/ 


(7- SO ) 


因此，在照明区域內距影边緣甚远处，强度有无穷多的極大値和極 



185 


^ 7 ~ 9 夫頊和铉衍射 

小値，因而比値在一的两边拫蘊不已。将&增大，振蕩的抿 
幅随着与影边緣的跄离成反比地减小，極大姐与極小姐的位置逐 
漸地彼此接近。 



当 w 很小时，定性来説，也有同样的特性。圖 7-5 就衷 
出了这种特性。在几何影区內，钽我們从影的边界移什时，强度單 
調地减小。在影区边界木身上， f o = ^ 对亍正的％强度将有 
交替的棹大®和極小攸。 ° 

S 7-9, 夫琅和费衍射 

有一完整系列的衍射 m 形,在这些情形中，覌察点的光强度将 
为整个波面所决定；換句話說，在决定 M 的釈分式 ( 7 - 43 ) 中，在其 
上取积分的整个波面都是雪要的。在另…方面， l " E 如以前一样，我 
們睱設同几何光学的偏差是小的，就是說，仅仅只有那些与儿何光 
学的路程相差不多的光綫才到达覌察点尸。因此，只在下面的两 
种情形中，整个的波闽才是蜇要的。 

第一种情形是观察点与焦点，卽与所有的光綫的儿何路徑所 
会聚的点很接近的情形， 

第二种情形是所謂"夫琅和費衍射勹这是極重要的一种情形。 
在夫琅和費衍射中，光源和現察点两者都位亍距离屛很远的地方 
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(或无限远的地方这时，光綫从光源出發， 平行于 光朿行进到 
屏； 冋样地 ，光綫 X 从屛行进到覌察点。因此，介夫琅和費衍 | j 中， 
我們 M 对 T 光束方向的改变有兴趣，就是説，我們将4求表示为光 
对原方向的偏轉角（衍射角）的函数的强度。旣然我們所考虛的情 
形与儿何尤学的差別层很小的，那么，这个角就应該 m 小。 



圖 7-6, 


現在我們来导出一个 
决定經过 W 和任意形状的 
孔的夫瑣和赀衍射的一般 
公式。假設光从左到右行 
进；我們选擇一个坐标系 
統，其原点在屛左方的任 
意一点。在圖 7-6 屮，0 
是坐标原点， P 是观察点, 


而打是波面上的某一面元，这个波面就是公式 (7-43) 中的积分 


面: 



r ku 
J ^TriU 



在我們所考虑的夫琅和费衍射的情形中，所冇人射尤束中的光綫 
都有同一的方向，就是訣，有相冏的波矢以 k ( n 是与 N 方向的 
單位矢 ft )。 覌察点 P 必須与屏 fflfii 为尤穷远，闲此，所有从 W 到 
尸点的光綫必須 彼此平 行,就趟說，有相 H 的波矢量 t (在这个方 
向的單位矢量是 n f ) D k 与 V 之間的火角是衍射角 ck 与 v 的方 
向当然不同，但絕对値相等〕。 ’ 

在扑式子中的积分面工的場是 ( r •是0到灯的 


①夫頊和费衍射在实驗上当然不能在无穷远处覌察， 而是 用一个这筑放在屏的 
后 I 然后在渖平面上得到衍射圖形。佴是必須指出，这井不改变以后的任何公式 （R 
要达个透獍不太小， K 酣也就沒有附加的衍射嗖泉在透鏡上贤生)。 
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ikR 


dU 


矢徑)。被积分函数中的量 i / E 可 a 当作常数，它等于]因 
此，我們得到 

ku 0 

从圖 7-6 可兄 = - 1 乘这个方程的 两边； 对于足 

够远的点之矢跫 R 和 I 是平行的，因而 TVnQJ ?。。 所以 

E — 

ikR ^ihRa 


于是 


(因为 fcn '= ka 因子是常数，因之，最后我們得到 


:2订 iHo 


J 


/ Cii - O.r 


dU 


(7-51； 


这个公式决定了作为衍射角的函数的强度 

在不透明的屏上割出一个无限長的隙，隙的两边是平行的 (:圖 
7-7)。我們現在来考虑这个隙所产生的夫琅和费衍射。我們选擇 
^軸与隙的边平行，而1^軸垂直于隙平面 ( XZ 平囡 ) c 
我們选擇隙两边 
之間 的隙平 面作为 
(7-51) 式中的积分面。 

积分元弘就是这 
个平尚的面 X — 如 
在 k 方向的投影。但 
是因为入射光綫都是 
相互平行的，所 ak 
与面元心心的夹角， 

在整个隙平面內都是 
一样的 e 因此叶 以略去一个常数因 is 直接 m 如 心代替 (7-51) 
式中的 d / n ， 从而得 



m 7-7 
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m 七草 1 .光晌咕楮____ 

^〜了 J ^ ^ 

— oc — a 

(2 a 是隙的寬度乂 符❻ 周期性改变的函数 /' : m 对如 的积 
分，当时，总是等丁零的。因此应当有就是說，光 
仅仅在 xr 平而內有折射，这也是出丁对称性的考虑4以预料到 
的。因此， Wp 的表示式化为 

+tt 

Up^ ^ dK， 

— ti 

其中， — 經过积分，我們 呵得 

从此，我們求得衍射 
到《値的間隔&內的光 
强度必： 

di^r^fi^Y dK , 

7 T \ Ka / 

( 7 - 52 ) 

这 m， 我們这样来选定 f 
常数因子，使 A 是經过隙 
的光的总强度（就是遍及 
全部 M 直的 W 的积分)。 

dl / dK 怍为衍射角的 
函数有圖 7-8 的形式 e 当 
从〃 =0向两边伸張时, 

<$> ^可以用衍射角 a 来表示，就是眈，用 It 和 fc 間的夫角來表苹 e 对于小的 if 

和 A 很容易得到公式 

KHin(k, 乃） 

_ k cos(k H yy 

式 T^k, Z) 是 k 与 Y 軸扣 z 軸的夹角。 


tlp^ 


Sin Ka 
Ka 
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光强度經过一系列的極大値和極小攸。極大値的卨度随着 K 的 
增大而迅速下降； J 在0处有最大的極大姐。在極小姐处， 

^=0 o 相应于極小膻的《为下面的条 f 卜所 决定： 

Ka = mr ( n --= ±1, ±2, ±3 j '^)* (7-53) 

在第 186 頁的脚注 + 我捫 已經説过，夫琅和費衍射常常是偕 
助于透鏡系統来覌察的。一夂平行光束經过透鏡会聚在它的主焦 
点。在經过焦点而又垂 n 亍透鏡的光軸的平面上，除 r 焦点本身 
以外，場到处是零。假如将任何一个屏 k 于透 M 前面，那么，光綫 
束發生衍射，与此相应，我們这时在焦平面上得到的不是光源的准 
确的象，而是 一 今广延的衍躬 圖形。 

現在我們提一提 “补屛'这 个屛在第一个屛的不透明处是孔， 
或在第一个屏的孔处是不透明的。我們 w 和米代表在这 
两种情况下的透鏡焦平面上的場。旣然和 < 3> 是用在 屛孔上 
的积分来表示的，而在两个屛上的孔結合起来就构成整个平面，所 
以蚱>+印^叫 这钽抑 是鲜不存在时的場。上面已經說过，除了 
焦点外，到处抑= 0,从而或者对于相应的光强度， 

\ u <^\^\ u ) P \^. (7-54) 

所以，互扑的两个屏，在透鏡的整个焦平面上除了焦点本身以外， 
产生同样的衍射圖形，（卽所謂巴俾涅原理)。 

下面，我們介紹巴俾 涅原理 的一个苷趣的推論。我們考虑任 
何一个黑体，卽一个吸收所有落在它身上的光綫的物体。按照儿 
何光学，当这个物体被照射时，在它的后面产生一个儿何阴影区 
域。这个影子的横截画就等 f 物体在垂直于入射光綫方向的横截 
面。然而，由于衍射現象的存在，从物体近旁經过的光有一部分从 
原方向偏折)％結果，在物体后面的远处，影子就不存在了，除了在 
原方向行进的光以外，还有一部分的光在与原来的方向成一个小 
角的一些方向行进。求这个所謂散射光的强度屉容易的。为此，我 



190 


够七# 光的择播 


們指出，按照巴俾涅原埋，由在所硏究的物体上的衍射而偏折的 
光量，等于由屏孔的衍射而偏折的光量^这个孔是从一个+透明的 
W 切割出米的，孔的形伏和面积同物体的橫截面一样。但是在孔 
妁夫琅和费衍射中，所有經过孔的光都偏折了。由此矸以断定，被 
思体散射了的光的总 i 等于落于其上卤被吸收了的光的总量^ 


1 .求，-个县方形小孔 （边为 和汹)的夫瑱和 St 衍射。 

M: 这个皙驵的解和哚的貯射 相似。 _ il 用下阎的表 示法： 

亡 J ： 一炎二 = k ， k ^— k;= Ks 
( X 和名軸平厅千吳方形的边 ）， 戥捫求择强度 

1求貯射光#的夫顼和费衍射。珩射光栅是一个平 面騍上 面刻了一系列完仝一 
样的平行溜 r ， 睽的寬度为2〜暌与隙之間的不透明的驿的寬度为部，隙的总數为 a ； 
我捫选定光柵的平面作为 XZ 平面，2軸与陳平行。将 C 7-51) 积分，得 


V — 1 


.2 inKd 


^ iN K d 

^iKd 9 


式中 + 忙二匕-公丄(； =£ 1 + 6,而 M 呈沿一个晾积 分的結 粜 0 利苑 (7-52), 我捫得到 

>m «f j * MT: 




( %是控过所有隙的总光陡凌 ) D 

在有恨多蹐的情形 T , 就是当时，送个公式可以写成兄一形式。对于 
二， ! d 的姐 O 是墼数）， dl / dK 有-」榣太 値：在 这些栎大値的近旁，（卽 
&很小）： 

dl=h V — ~ d K , 

JV ir \ ko, j 

m 是当时 , r 面的公式成立 

①按照傅电叶級数理論中熟知的公式 

— a 

由此"了見，函数的持住实际上与 b 函数的持性柑合（見§ 4-3), 



§ 7 - 9 夫頊和 C 衍射 


191 


liui 


J 3 in* A T a ； 
.一 A ’ x s • 


)=以(>〕， 


扰是說东每个搔:人肮 rtq 近旁的总强度是 

I = I 0 d 



3. 求圆孔的夫 頊和费 衍射。盥的半 徑为％ 光银 S 財入 孔的平 面 6 


解： 我們 J 用圆性坐标 \ r ,9, 名轴 經过圆几的心，幷垂直干阖孔的肀面。我們 
用 k 代表 k 在这个平面上的投彭 ( K = kct , 其 tK a 是衍射角八从对称性的考虑可以 
断定，衍射仪与 K 有关，因杜我捫可尥 K 考虑在^ = 0的平面內行进的光铥 e 从公式 
(卜51〕诤到 


Up 


4U 2胃 

ku 0 e D f * r — »rr ooa 7 
2 niR 0 ~~J J B 

0 o 


r d^fdr— 




Q - J * J 0 ( icr)r 


dr, 


式中， JcW= ^ J c — 必是苹阶的貝塞耳阄数，而則是在孔本貞上 

0 

的場 ， 从旦塞茸函数的瑰躲我們知道， 

(% 

J J 0 C ^> rfr = …卢)、 


衍射到立体角如内的强度可用 mdo - M \^ p \* 捭到 n 結果，我們求得衍射光的強度 

dI = “ J Ai a -^ ! da t 

Tf^r 

式中, L 是入射 光的 总强度 a 





第八章运动电荷的場 


备 8-1. 推迟势 


在第五章中我們硏究了靜止电菏所产生的恒定場，而在第六 
章中我們研究了沒有电荷存在的变化場。現在我們来硏究有任竄 
运动着的电荷存在的变化場、 


我們来推导决定任意电磁堤的势的方程。这个推诤用四度形 
式为最便利。为此，我們将麦克斯韋第二对方程写成 C 4-25) 的形 
式： 

5 F a 47 T . 
dxj , ~ c 

将用势来表示的的式子代人， si 将 


9 為. 9 』 名 
2 x i 


代人，我們得到 


9 ^ . 

dxi c 

(s-O 

現在給势木加上朴助条件 


冗- 0 , 

(8-2) 

写成三度形式 T 它就赵 


(liv A + 丄尝 ■: 

c dt 

(8-3) 

这个条件迠以前加住势上的条件的推广 c 

,例如，对亍怊定場, 

C8-3) 就化为 divA= 0 : 就是說化为与〔5-52) 

-样的条件。对于在 

眞空中的电磁場〔§心1〕，我們过去曾这样选擇势，卽使？> = 0, 

(192) 
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div 这些势显然也滿足条件 （ 84 )®。 


方程〔 8 - 1 )現在化为 

d 2 Ai 4 tt . 


(8-4) 


这是一个决定任意电磁場的势的方程。如用三度形式衷-不， 
这个方程可以写成两个方程，一个是 A 的方程，一个是 P 的方程: 


aC 

4tt 1 

- 7 J ’ 

(8-5 ) 

. 1 為 

— 47Tp. 

(84) 


对于恒定場，这些方程就化为熟知的方程 (5-0 和( 5 _抑），对 T 沒 
有电荷的变化場就化为方程(6-6)。在 CS - 5 ) 和 （S - 6 )中， P 和』， 
一般来說，都是所有坐标和时間的函数。 

我們知道， 宑 齐次綫性方程 M -5) 和 (8-6) 的解可以用一个和 
米衷小，这个和的第一項是不要右边项的这苎方程的通解，第二項 
娃耍右边項的这些方程的特解。为/汙找这个特解，我們将整个 
空間分为无限小的区域，求其中的一个体积元內的电说所产生的 
場。由于这些場方程是綫性的，实际的塭将是每个体积元所产生 
的場之和。 • 

在如一体积 X 内的电荷“ 一般来說是时間的函数。假如我 
們选擇半标原点在我們所名虑的体积元內，那么，电栺密度是 P = 
^de(f) 5( R ), 此处的 B 是到原点的趾离（我們只茗虑这一个元)。 
因此，我們必須解方程 


③我捫必須注意，虽然在势 * 和 a 上加 r 补沏条件 （8^:0, 然而这些势仍不是 
完仝單値的。例知，我捫可以将 e ^/ 加到 A 上而蒔时从 P 屮戚去 m 识是現 
在函数/ c 經不是任竞的了，而必須滿足方裎 






=0* 


这是很容易詆明的。 
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穿二 —4“e(’ ） 6(B), (8-7) 

除原点外，到处 ^( R )= o ? 因而我們有方程 

知一去 ^^^=0. 〔8-8) 

显然，在我們所考虑的倩形下， P 具有中心对称性，就是說 ， P 
仅是 B 的函数。因此，暇如我們将拉普拉斯算符写成球坐标形式， 
〔8-8)就化为 

J _ 3 —卜!化、—丄 0 = 0. 

於 9 lt \ 9 R / c a 91^ 

为了解这个方程，我們怍的替換，那么，对于 ；f 
我們得到方程 

^ 7 . _丄巧 f = d 
細一 


但是这是平面波的 方程， 它的解有如下的形式（見§ 6-2)： 

；(=/七_|_) + / 5 卜,)_ 

旣然我們只求方程的特解，那么只选灸和 A 中的任意一个 
就够了：通常我們取九=0是便利的（关于这点，可参看后函 h 
..翌此，除了原 A 外，炉到处有下列形 式： . 



( 8 - 9 ) 


这个等式中的函数^暫且是任意的；現在我們如此地选擇它， 
使得在原点也能得到势的正确的値。換句話説，我們必須如此地 
选擇; T ， 使方程 0-7) 在原点也得到滿足。这是很容 M 办到的，須 
注意当 ii —0 时，势将趋向无穷大，因此，它对坐标的导数比它对 
时問的导数增加得快些。所以，当五->0时，在方程 7) 屮，同 
△¥>比較 ， i ff 这一項就可战略去了。这时，〔化7)化为熟知的 
方程 ( 5 - 9 )， 后者导致庫侖定律。因此，在原点的附近应該化 



& 8-1 推 B 处 


m 


为庳命定律，由此可以推出2(0=心0)，卽 



由此很容易推得对于任意分布的电荷 Kn % 0的方程 
(8-6) 的解。为此我們将 O ]0) 屮的山5?成 (:， 是体积 
元），幷在整个空'間取积分就够了。因此，在所得的非齐次方程 
(8-6) 的解上，我們还要加上略去右边的方程 ( s - e ) 的解由此 
可見， （ S - 6〕的通解有下鹵的 形式： 

<p{^y, s 7 0= J >(/， 〆 ， — 孕)’ + 炉0， 

E 2 — ) 2 + (y ) 2 -[-(^^^ z r y y dV* = dx* dy* dz f 

( B 是从体积 XdF 到我們求势的那点的距离〕。我們将此式簡写 
为 

9= j 气 1 dV + <p Q , (B-Jl) 

式中，指标 f — i ?/ C 表明 p 这个量应当取 i — 这一瞬間的値，而 

在狀上的一撇已略去了。 

方程〔8- 5) 可以 ；|1 完全相似的方法求解 D 显然， 

A = 去 y + A … (8-12) 

式中 ， I 是略去右边項的方程 CS _ 5 ) 的解。 

略去外 和為 的势 （8-11) 和 （ S -12) 称为推迟势。 

IM 如电荷是靜止的(卽 P 与时間无关)，公式 0-11) 就化为熟知 
的靜电場的公式〔5-8 )， j ■ JW 7 , 而 （8-12) 經过求平均値以后 
則变为靜磁場的公式 (5- M )。 

在 ( S - U ) 式中的仏和〔^12)式中的 A 。 要这样来决定，使問 
題的条件得到滿足。为此，显然只須給山初始条件就够了，就是給 
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出場在开姶时的値。 m 显通常我 n 幷不必須討論这些初始条件。代 
替初始条件，我們給出在与电荷系統相距很远之处,在一切 m 候的 
条忭。因此，我們可以說，輻射是从系統外面射到系統丄的。与此 
相应，軺肿与系統桕互作用的砧果所产生的場与外場的差別仅仅 
是系統所發出的軺射。这个系統所發出的輻射，在远处有波的形 
式，由系統向外沿若 H 增加的方向傳播。但迸 因为我 們使/ 3 = 0, 
所以这个条件为 (8-11) 和 (8-12) 形式的解所滿足，卽为推迟势形 
式 的解所 滿足。因此，在这些解屮，第一項代表系統所产生的場， 
而 A 和 A 。 必須 等丁作 用于系統上的外場。 

§8-2. 李納特-魏西尔特势 

讓我們应用 G - il ) 和 (8-12) 两公式到一个任盘运动的电荷 
(基本粒了0所产生的場。在这种愦形下，在推迟势中的被积分函 
数仅仅在一些孤立的点上才+为零。因为很容易看出，在每一个 
給定的瞬間，它們仅仅在空問的一点上不为零。为此，我們选擇覌 
察点 P 的坐标 ' 而视察的时問为 h 卽以 W ， t 为四度 
坐标系統的原点 A 幷』 1作_■光錐 ”(|i § ^乂以时問軸为錐軸。 
这个鏵的下半个表卤包圍着“絕对”过去的区域〔对事阵 O 而旨）， 
幷是这样一些点的軌迹，光信 号可从 这些点达到世界点这个曲 
固同运动4荷的世界綫的交点显然就是 ( H 1) 和 （812) 中的被积 
分函数不为零的世界点。但是旣然粒 T 的速度总小于光速，它的运 
动的世界綫对 T 时軸的“斜度”尤論在何处总小于光難的面的“斜 
度”。由此可知，粒子的世界綫汉仅住一点能与光錐的下半个曲商 
相交。与这一点相应的时間 P 为方程 

= t 013) 

所决定，其中， * 是覌察的瞬間則是 M 电荷到現察点的距 



§ fr-2 李納相 Ha 巧尔牿势 la? 

^ I - ■■■ I I ■ I ■ ■ II I I ■ I ■ I ■ ■ I ^ 

离，它是一个已知的时間凼数。 

为了計算势，我們必須假設电荷有一个有限的綫度，然后再使 
这个綫度趋近于零。这时 ， 0-11) 和 C8-12) 中被积分凼数內的因 
子士 显然可以从积分符弩內提到外阎来。然而在 ( S 4 I ：) 中，不叶 
能簡單地用电荷 e 的値代替 P 的积分，因为积分体积中的不同点 
与不同的时間 <一4相应。 

C 

町以这样做的条件是：在由方程 (8-13) 所决定的 i ' 瞬間 ，粒 
子是靜止的。換句話說，粒子在 f 瞬間 为靜止的一个参考系統中， 
覌察点在 （ 瞬間 的势是 


屮 A=0, (8‘U) 

式中的 B， 在这个参考系統中，是在^瞬問从电荷到观察点的 
距离。 

在任意的一个参考系統中 r 势的表示式 可以直 接从求一个四 
度矢量得之，这个四度矢蛩3 V^o 时与方才所得的 P 及 A 的表 
示式相合。应当注意，（心 14) 中的 P 也可以写成下画的形式： 


9 




[按照 (8-13)], 我們求得所要求的四度矢量是 




i4 切 / 


(8~15) 


其中叫是电荷的四度速度，扒足四度矢遗，其分遑为 

(汉一 〆 〕，-汐），吨一0, 拌且 < 汉 1 ，/ ， f 彼此之問冇关系式 

(S-13), 这个关系式写成四度形式 M 

— 0. C.8-16) 

m 在 w 变为三度表；我們栺到 y 个任意运动的点电荷所产生 


的場的势 如下: 





笫八草运动电荷的堪 


c ( R 




〔8-17) 


其+ h 是从电荷所在点到覌察点 p 的矢徑， mi 在方程右边的所有 
的量都必須取在时間 P 的値； f 为方程 (*-13) 所决定。場的势写 
成 (847) 的形式称为李納特〜魏西尔特势。 

为 f 从公式 

■ r 

E= 一 — 一 grad p. H = rot A 

米計算电場和磁場的强度，我們必須将 P 和 A 对点坐标 y , ^ 
和覌察时間 < 微分。但是公式 (&-17) 是用 H 的凼数米表示势，而 
只有通过关系式 (8-13) 才能表示势为4 H ( 的隐函数。因此， 
为了計算所需要的导数，必須先計算对 f 的导数 s 将^ ；G-= 
= 一 O 对 f 微分，得 


9 B ^9 M 9 V 
" 9 t f 9 t 


V 2 t* 
~B 9 i 




If 的馗由微分恒等式 w 幷将 — V ( r ) X ， 或 


C 8-18) 


1— 


Be 


代入来求得。同理，将同一个关系式对坐标微分，我們得到 


grad t'^-A-gvad R(f 、； 一 +(^ g 「 ad 〆 + 县 ) ? 


因此 


graclt/ 




〔8-19) 


利用这些公式，求場 E 及 H 的运算过程就不难了。略去运择 


® 闪为 R 是从电荷 e 到/点的 k 徑，而不是从尸点到电荷6的矢徑 j 所以前面 
有 茛号。 



§ 8- B 椎迟势的光譜分解 


1抑 


中的中問过程 r 我們得到結果: 



(8-20) 

(8-21) 


这里的寸 =-^ r ; 苫式右边所有的量都是取在 f 瞬間的値。値得 

注盘，磁場无論在何处都栢电場垂直。 

最后我們将李納特-魏西尔特势写成另一形式,这个形式在某 
些情形下有用。将 (8-13) 和 G -1 S ) 代人 （ S -17)， 我捫就得到 



9 i 



( 8 - 22 ) 


§ 8 - 3. 推迟势的光譫分解 

运动电荷所产生的 場可以 展牙为單色波 o 場的不同的單色分 
量(傅 I 里叶分量）的势具冇的形式;任何其他描写 
場的臺都有相似的形式。产生場的电荷系統的电荷密度和电流密 

度也都可以展开为傅里叶級数或傅里叶积分。很淸楚， P 和 j 的 

• . 

傅里叶分量产生場的相应的單色分量。 

为了用电荷密度和电流的傅里叶分量表示場的傅里叶分量， 
我們分別用和 P 户‘ 代替 （8-11) 式中的 P 和 P ， 这样，就 
得到 

^ p. ——-—— dV, 

将消去，幷引用波矢量的絕对値 = f ,我們 得到； 

C 


笫八聿运动电荷的堪 


p ihR 

\ P^-^r-dV m 


同样，对于 A 。， 我們得到 0) 


(8-23) 


(8-24) 


我們指出，公式 0-23) 是更广泛形式的泊松方程 

A ^ -- (8-25) 

的解 [ 这个方程是从 ( 得来的，在 (84) 中， P 和 P 同时間的关 

系是 f ^] c 当& = 0时，公式巧-23)变为公式〔5〜8乂 

假如我們所硏究的是展开为博里叶积分，那么，电荷密度的傅 
ffi 叶分景是（兄 §61) 


i 


将上式代人 CS -!23)， 我們得到 


4 一 

n 令 


i ^ t + kR ) dVdt ^ 


( 8 - 26 ) 


假如我們所硏究的是在时間間嗝^內展开为 WM 叶級数 C r 为場 
的周斯），那么，我 H 将有[比較(6-34〕] 


j ^ e i.W 廟邮故 ( g ^27) 


A . 的类似表示 式与上 式的差别只是在积分号內用丄 j 代替了 


我們应用这些公式到一个运动的点电荷所产生的場。設 P . C 0 

①我們把 k 和的表示式写成复数形式。应該記着，东达些情肜中，以居我 
ffl 总是取其占之梠的实数部分，而不是取其本貞的实数部分。 




8-3 推迟势的光捎分解 


SOI 


是电荷的矢徑，它是 fH 問的已 知函数，那么， ill 荷密度是 

P = d [ r - F 。 ⑴]. ( S -2 S ) 

将此式代人 (8^0), 再对 dr 积分（这样 积分阴 桔为用 hG ) 代替 
0,我們便得到 




2 tt J Wt) 


(8-29) 


同样，对于矢势，我們捋到 


7 TC J 


2ttc J jS ( i ) 


m^ kRW at 


(8-30) 


式中是电荷的速度，而 五 ⑴是从电荷到观察点的距 
离。 


習 题 

把箄速直枝运动的电荷所产生的場展开为平囲波 a 

W：\ 我 n 按照5 0-8 中的方式进行 c 我 n 将电荷密度写为 p = W (： r - Ti 〕 的形式. 
此处的 V 是电荷的速度 3 取方程 


Qf l = ~*4ireS(r"V<), 


的倬里叶分量，我們得到 


(□%) 


HV - Jl > 


另•方面,山于 


所以我捫有 


因此， 


从而，掻后得到 


9= 又 Pj * e 沾 . 心， db v dk 

CD ^=-^- JL 》 

e - Kk - V)t 
e * ^ 2 v * 

m _ B 
k ~^ 


从此叮以推断，以 k 为波矢设的波的頻率是间样, 找捫得到矢势 
- ,^ - i ( lc - v ); 


r (¥ y - 
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最后，我們得 刭沿的 表示式 如下: 


JE fc = — 


Aftr 



e - i ( k , V ) f ， 





— i〔k * v)f 


S fM . 准确到二阶的拉格期日函数 

在普通經典力学中，我們利 用仅仅 与粒子 〔在 同一瞬間）的坐 

标和速度有关的拉格朗日函数来描写彼此相互作用的粒子体系。 

这种作法的可能性，归根到底是取决于，在經典力学中睱定粒子間 

的相互作用的傳播連度是无限大。 

我們巳經知道，因为相互作用的傅播速度是有限的，場必須認 

为是一个有本征 : i s 由度”的独立体系。由此可得出 結論： 假如我 

們有一个相互怍用的粒子(电荷）休系，那么，为了描写它，我們就 

必須認为这个体系是由这些粒子和場組成 。因此 ，当考虑到相互作 

用傳播速度的有限性时，一般說米，不可能用仅仅和粒予的坐标和 

速度有关的，而幷不包含与場的本征"自由垃”有关的任何量的 

拉格朗曰函数来描写相互作用的粒子体系。然而，睱如所有粒子 

的速度”都比光速小很多，那么，这个电荷体系就可以用某一个近 

似的拉格朗日函数来描写 c 这时，就可能引用一个拉格朗日囤数， 

这个拉格朗日函数不仅在忽略所有^■的幂的情况下描写这个体系 

0 

(經典的拉格朗日函数）,而且还准确到=的数量鈒（达尔文，1920 

年)。 

我們預先指出，在零敍近似中，卽当我們完全略去势的推迟 
时，电荷体系的拉格朗日函数有以下的形式： 



§ 8-4 推典到二阶的拉格期 B 菡数 
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Jj ^ 5 = 



2 

A^B 


Bab 


(S-31) 


(求和应該对于組成电荷体系的所有电荷进 fT )。 第二項是相互作 
用的势能，正如靜止电荷的情况一样[見0-16)]。 

为 f 得到拉格朗日兩数的髙一鈒的近似式，我們按下述方式 
进行。在外場中的电荷的拉格朗日函数是[兄 (3-4)] 

L = —me 2 1/1 — -.— €&) 4 - 丄 A_ V. 
f c 2 ' c 


选定电荷体系中的任意一个电荷，我們求出所有其余电荷在第一 
电荷所在点产生的場的势，幷且用产生这个場的电荷的坐标和速 
度来表示这些势(这剛好可 a 作到这样的近似程度，卽对于心准 

确到对于 a ， 准确到将这样氺得的势的表示式代入丄面 

所写的 z 的表示式，我們就得到电荷体系中的一个电荷的拉格朗 
曰雨数 （当其佘电荷的运动已知时)。从此不难求出整个体系的拉 
格朗日函数乙。 

我們依据推迟势的表示式 0-11) 和 0-12 ): 

假如所肴电荷的速度都比光速小饵多,那么，电荷的分布，卽户和 
欠在时間#內不致-丁有显著的改变。因此，我們可以将 Pn . e 和 

展幵为#的幂級数。因此，对干标势，我們得到准确到二 

C 

阶項的表示式 ^ 


(沒有指标的 P 是指它在 i 瞬間的値, I 和 I 显然可以从积分 
号內提出)。但是是总电荷，它是一个与时間无关的常数。 
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因此上式中的第二項为零，从而 


(P ^ 


f pcir 丄 1沪 
J ~^E 斯 




(8-32) 


对下 A， 我們也可以用同样方式进行。但是用电流密度表示 
矢势的式子已 M 包合了 而当我們把它代入拉格朗日函数时， 

还要乘上+。旣然我們正在求仅仅准确到二阶的抆格朗0 函数， 
我們在 A 的展开式中只取其第一項就足够了，卽 

这 V (8~33) 

[我們巳經将 

... 我們假設只有一个單独的点电荷 e (假如有許多电荷,就対求 
得的式子再求和），那么，对于这个电荷所产生的場的两个势 C 标势 
队 和矢势 A), 我們从 (s-32) 和（8-犯)两式得到 


e , c 9 ^R A aV 
五十⑯爾， W， 


(3-34) 


式中 〃是同 电荷的距离。 

通过变換 

卜+落 A f = A + grad /， 

我們选擇另外两个势 〆 和 1 来代替史和 A 。 幷且我們选擇 


/ 如下： 

e 

S 2 c dt 1 

这时，我們得到 


9 * = 

， e A f ~ ^ - f - 6 T 7 耶 

1 _ ， A ^ 7 R ^^ v 9 r 


为了計算1，首先我們注意到 v $ S ； K 在此处的符号 


③旣然 < 和 A ' 不滿足糸件沱們也訧不滿足迗助 II 尔方程，同时，假如 
从穿同 A 舴得到*的正确 铕果: h 那么，当然，从 V 和 A 也能 得到削 勺正辆 結果。 




8^4 淮确刭二阶的拉格瑚 g 函数 


Y 是指对我們正在求 A' 之値的覌察点的坐标的微分。因此 vK 是 
一个單位矢量 n, 从电荷 e 指向覌察点，所以 


= e Y -h - f - n 

cR 2c 


为了計算 ii, 我 們巧出 


~dt\'E}~~R^ T 


但是对亍一指定的 現察点，导敗 A 足- V (电 A 速度为 V 〕，至于 
导数及，只要微分等式 亦卽 写出 


- R - V , 


就很咨易确定。因此， 


-Y-f n(n*V) 


将此式代入V的表示式，我們撮后得到 

91 = w A ，= ~ V '~ S 1 ^ 


(8-35) 


假如有許多电荷，那么，显然，我們必須对 f 所有的电荷求和。 

瞍 如将这呰势的表示式代入一个在外場中的电荷的拉格朗 B 
函数，我們就得到一个电荷〜的拉格朗 R 函数上八当所有余电荷 

的运动为巳知时。这时，我們也必須将动能 一 讯， £ v ^ W ) 

展开为¥的幂級数，幷保留到二阶項为止。这样，我們就得到下面 
的 h 的表 示式： 


—2* 


器 2 ：£：[H+d- n X〜n〕] 

B 


(求和应对于除 h 以外的所有其余电荷进行； n 是从0 到〜的 
單位矢就乂 



第八章 运动电荷 的場 


屮此就不难求出整个体系的拉格朗日函数。不难理解，这个 
函数不是所有电荷的之和，而有如下的形式： 

S mAV ^ -A- S ntAV ^ - ^ ^ 

2 ~2- + 2^~ 2 u 十 

A A A>B 

^ 2 ^£ r [ v ， v "+〔 v ， n )( u )].(_ 

AyB 

实际上，珂于电荷中的每一个,在所有其余电荷的运动为已知的情 
况 T , 函数 i 化为上函求得的 k 。 （8-36〕式决定电荷体系的准确 
到二阶的拉格朗日函数。 

最后，我們还要求电荷体系的哈密頓函数，幷要有同样的近似 
程度。这个可应用从 I 求# 的一般法則进行；然而用下面的方 
法来求，則更为簡單。在 ( S -36) 式中的第二和第四两項是对 = 

2 S 2 的小修正。另—方面，从力学我們知道当 

A AyB ' 

心和#有小的变化时，加到它們上面的小量的数値相等,符号相 
反 (在 此， t 的变化是發生在坐标和速度为恒定的情况下，而 M 的 
变化，是發生在坐标和冲觉为恒定的情况下①)。 


②假如除了茔标和速度只外，拉格朗日函数还与某个#数\有戈，那么 

dL ^ zFdq ^ pdq ^^^ ^ d \ 

= 印，於=^^/叫是广义力和广义冲量）。 对子 JT = pq ^ L } 获捫有 

—- Fdg -\- qdp -^ S d ^^ 

所以 { o 货 T \ - _( dL \ 

\ ^ k , p ~ \^\ k,r 


当 参数人 有小的变化时,/和 i 也交化很很小;从 j ： 面的等式可 a 看出，3 M 
和沾 这两个 变化有 C 5 i^) ?t p = qA 的关系 C 括证下面的榷标表示这些里应 

該与怍常蚤)。 





^ 8- i 淮确到二阶 ， 拉怙剁 B 囷數 
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因此我們从^ 義+ 中减去（ 8 一 36) 式的第 

A A>B 

二和第四两項，用冲量代替其中的速度 = 就可立刻写出 
次％这样可得 



_Fa 

8 c 2 wJ 




&/.en 



AyB 


- 2 2 c J 二少 ❿准…灿 •吼 Cs - 37) 

A>B 


習 IK 


i . 确定(准确到二阶止)相互作用的粒子体系的憤性 中心。 
解：体系作为一个蝥体的速度可以用 f 面的公式来 央定： 


式中， P= = 2^：是达个体系的总祌里，而嫂則是它的能最，莩于 

A A 

[写成 （8^37) 式的^不包括粒子的餑止能]。将相应的式子代入后， 
这个关系是可以对肘間积分的，所以相互佧用的粒 T 体系的憤性中心的槪念，实际上 
在我捫所考虑的近似中有瘸义。憤性中心的矢徑的表示式是 

R n 

式中， 成 pa v 1 e s 

“ =mjC +2— + a 2 ~u A ^ 

」 A^=B 

2. 試求由两个粒 T 构成体系的哈密钮函数(:准确到二阶，略去体果整体的运动） 
m 我捫迭擇一个参考系統，在这个系 m 中，两个粒子的总冲里为零。将呻量写 
为佧用量的导数，則我們有 Pt + P * ^ S / sr ^ sS /^ =0,由此可見，在我捫所选揮 
的参考系铳中，作用量是 rzfi - r ；! 的函数, r 是两个粒子的矢徑之逄。因肚 T 我捫有 
D , = - p t = p ， 这里的 1>=出/外是两个粒孓的扣对运动的冲童。哈密傾函数等于 






r 



P~+ (p*n) B 



第九章电磁波的輻射 

% 9-1. 电荷体系在远处所产生的場 

我們考虑一个运动电荷体系在与該钵系相距其远之处（就是 
距7忽比該体系的綫度太得多的地方)所产生的場 。 在这里，我們乂 
认推迟势的表;「、式子 

炉 」 Y e ^ t ^ 士 it 一 R/C 忒 V 

出發。 

我們选擇坐标原点0在电荷休系內的任意一点。我們用 I 代 
表从0点到 P 点的欠徑钻， p 点就是我們求場的点，幷且用 n 表 
示在这个方向的苹位矢就。設电荷心= 〆 「的欠徑为 r ， 而从 rfe 
到尸点的欠徑为扎显然， R - R 0 -^ i ?= H - rj 。 当在体积上 
积分时，0>和 A 中的 I 保持不变。 

在芍电荷体系托 T 距甚远之处,因此，我們可以将函数 
i 2=| B n - p | 展幵为 r * 的幂級数，幷且只保留鉍数的第一項。从普 
遍公式 , . 

/(P^/CO^^r-grad ffoX 
我們得到 = ^ — p * n , 

我們将 t 式伐入推迟势的表示式中。在被积分函数中的分母內， 
p * n 与馬比 較起来可以略去不計。然而在中，这种苜略一 

C 

般来說是不可以的；在这里，到底可否作这种省略，幷不决定于壘 

C 

与 的相对値，而决定于 P 和 J 在时間內的变化多少。 

I C 
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§ 9-1 [ U 倚体系在迗处所产生的場 


a 此，对于与电荷体系相距择远之处的場的势，我們得到以下二 
式： +r ,n_ 

^ ^ Pt-R 0 r c ^y, ( 0-1 } 




eJ 多 • i ? &:• 0 


(9-2 


在跖离电荷体系甚远之处，場在一个不很大的空間区域內可 
以当作平靣波。为此，距离不仅必須比体系的綫度大很多,而且还 
要比体系所产生的 CllL 叮以説所輻射的）屯磁波的波長大很多。空 
問的这个区域我們 称为輻射的“ 波区' 

在波內，場五和11彼此冇关系式 〔6-13〕 E 二 Hxn 。 旣 
然 H 3 mt \为了完全决定波区內的場，只須求出矢势 A 就够了。 
在 中:闽 波內，我們有 H = -^- 人 xn [比較 (6 -12)]，式巾， A 上西的 
—点表氺对时間的微分因此，跟如知道了 A ， 我們就可以从公 


式忠 


求出 H 和巧 


A XII ， E =—( Axn ) xn , 


(9-3^ 


① 这个公式很容易通过直接計笫来証明。我捫将 CP2) 写成 j-fOa 此 

处的 叩)是〆 =«—D/c 的闺数。对于 H, 我捫有 H=rot^f(a % 在崧分 土 : f 时， 

我 f [ pr 以将 i / j ^ o 怍为珩数(:因为在撖分1/及 0 时，得到与 i / u 成比例的項， 这些項 
与 v 〜 的項钼比鞍可泊畤去），仅仅对包含在 r 内的仏 徽分 0 所以， h = 
=3/^^ 对亍一个仅是 f 的函数的矢呈，我們有 

ro tf (0 =^x ^ J - = -inx % 3 

at c at 

的关因为 vr =: ^ l v ^ o = ^ ny 蕞后， 我捫有 

H =^- V.fxn = Axn , 

这就是我捫所要詆明 的。 ° 

② 在这里沒有应用公式£ = 一 + i [見 C 6-12)], E 为这里的势？和 A 不滿足 
我捫在 S ti -2 屮所加于仑捫的补助条件。 
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笫九孝电磁技的桎射 


我們指出，远处的場与离开輻射体系的距离的一次方成反比。 
我們还应当指出，在 (9-1) 到 (9-3) 各式中的时間 i 都以組合时問 
f 一^的形式出現。 


对于一个怍任意运动的点电荷所产生的輻射，用乎納特-魏两 
尔特勢是便利 I 在远处，我們可以用矢 盘扎代 替公式（ 8 - 17 )中 
的矢徑 if (坐标的原点选擇在电荷运动發生的有限区域內的任意 
一点），而在决定 f 的条件 (8-13) 內，必須使 R = B Q - T ^ nlr 0 {J \ 
是电荷的矢徑1因此， 






: 和(1— [ •导 〆 ) 


(9-4) 


式中的决定于等式 




(9-5) 


电磁波的輻射，当然有能量的輻射 伴随舂 = 能量通量是由坡 
印廷欠量来决 定的; 而对于平面波，它是 

„ m 

d c ■" — n. 


輻射到立体角元“之內的輻射强度^被定义为在單位时問內 
經过球面面元灯的能啟，而 df ^ nido , 球的心在原点，半徑为 
R ^ o 这个 i 显然等 T 能量通量密度 S 乘以#，卽 f 

^ ^ * (9-6) 

旣然場 H 与札成反比，那么我們可以看出，在單位时間內这个体 
系 輻射到 立体角元如內的能量对丁'所有的距离都是一样的（当 
f 的値对于它們有一样的値时 X 这也当然必須如此，因为从 

体系輻射出来的能量以光速 C 向四周散开，在任何地方旣不堆积， 
也不消失。 




§ 9-1 电荷体系在远处所产生的撝 
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我們来求体系輻則山来的波的場的光譜分解公式。这些公式 
可以直接从 §8-3 屮的各公式求出。将代人 ( S-24) 
式[在 (^24) 内的被积分凼数的分母中，我們可以令 A = 札]，我們 
便得到矢势的傅里叶分 t 

^ e ~ iKtTdv (9-7) 

(式中 k = 利用公式（9-3)， 从怂 可以求出分量和 E # 

分別用 < r - H ^ H T E ， A ， 再以 e - ㈤ 涂之，則 
得 

H.-tkxA^ p E ， 芸 (kxAJxK (9-8) 

当硏究輻射强度的光譜分布时，我們必須区別展开为傅里叶 
級数和展为傅里叶积分两种情形。对于伴着带电粒子的碰撞而产 
生的輻射，我們展开它为溥甩叶积分。在这种情形下，我們感兴趣 
的贵是在碰撞期間輻射的（也是碰撞粒子所損失的）总能逼。假設 
^ 是在碰撞期間以波的形式（波的頻率在間榀之內）輻射 
到立体 角元& 內的能歜。按照普遍公式（6-40)，总輻射在頻率 
間隔內的部分可以从强度的一般公式求得，不过要用傅里 
叶分量的平方橫乘之以来代替場的平方。因此我們有[比較 
(9-6)3 ‘ 

dg ^ c \¥ i^Rl dodo ^ ( d -9) 

m 如电荷作有限的周期性运动，那么，輻射場就应当展开为 
傅圼叶級数。按脹普遍公式(6-36)，傅里叶級数展幵式中各个分 
量的强度可 以从强 度的寻常公式得之，不过要用傳里叶分量乘以 
2来代替場 。 因此，頻率为^ 的輻射到立体角元而 

內的强度等于 

die : |*M 啡。. 


( 9 - 10 ) 




第九卑电磁波的輻射 


对于一个單独的点电荷(在外場中运动) W 輻射的波的光譜分 
解，我們同样可以写 




(9- H ) 


此式可以从 (S-30) 式求得，正如〔9-7〕式可以从 (9-2) 式求愕一样。 
旣然 V = 那么妁卜办，这个公式也就可以写成沿着电荷軌 


旣然 v = l 
道的綫 积分: 


^ikR ^ 


^ d( w( — k . r «) 办。， (9-12) 


按照 0-8) 式,磁場的傅里叶分量有如下的 形式: 


2冗0 2 !^ 


J e ^-fe-r u ) nx ^ P ^ (9-13) 


公式 (9_U 到 9-13) 直接从輻射电荷的运动規律来决定場(展开为 
傅里叶积分）的傅里叶分量。 

假如电荷在一个封閉軌道上作周期性运动，那么，就应当将場 
展开为傅圼叶級数 D 傅里叶級数展开式的分 M 可以从 （&-U 到 
S-1 3 ) 求得，不过要用^代替各公式中的 - 2 t-, 而且积分应該遍及 

运动的周沏見§6-6)。对于頰率为 ^ = no> a = w-^l 的磁場的 
傅里叶分量，我們有 


多 nine^R' 
c ^ T 2 B q 

27 rine ^^\ 


J 一 [咖 d - k.TMCOnx V ⑴办 


机. (9^14) 


在第二个积分中，积分遍及粒子的整个封閉 軌道, 


§ 9 - 2 , 偶棰輻射 

在推迟势 C9-1) 和 (9- 2〕的被积分函数中，时間是可以略 




^ 5-2 偶榀輞％ 
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去的 * 假如电荷分布在这个时問內改变得很小的話。滿足这个要 
求的条件不难找到。設？ 1 为这样的时間的 数跫級 ，在这个时間內， 
体系屮的电荷的分布有 ® 著的改变。这个体系的韫射显然含有 
与 T 同数錄的周期(卽頻率与 f 同数量級此外，我們用《来 

代表体系的綫度的量級。因此，时間将与 i 同数量級。要 

C C 

这个体系內的电荷分布在这个时間內不發生显著的改变，那么.就 
必須有令但是， w 正是輻射的波長。因此 ，可以写 

C 

为 

认辱、 . (9-15) 

就是説，电荷体系的綫度应当比輻剔波的波長小很多。 

我們指出，从 (94) 式也可以得到这个条件(卜15)。在被积分 
函数中， F 所取的値是在一个马电荷体系的綫度冋数量級的間隔 
内，因为在电荷体系以外 J 等于零。因此，指数 A _ P 是很小的.对 
于那些^<1的波，可以略去它們.而这个条件与 (9-16) 是等价 
的. 

睱如 f 与电荷速度的大小同 ft 級，注意到 T 〜去， 从而 k 〜；， 
那么，这个条件还可以写成另一形式。从我們得到 

(9-16) 

就是說电荷的速度;应当比光速小很多。 

假設这个条件巳被滿足，我們来硏究与幅射体系相距甚远之 
处的輻 1彳_， 所謂与体系相距甚远就是指的距离比波長大很因而 
在任何情形下，都比电荷体系的綫度大很多。正如我們在 
所指出的，在这样的距离上，場可 a 当作平 画波， 因此，在求場时, 
仅仅只計算矢势就够了。 

在远处的場的矢势 ( EH 2) 現在有如下的 形式： 




^1A 


第九单电磁波的輻射 


式中，时間 f 現在已經与积分变兌无关了。将; i=pv 
代入，我們就可将 (9-17) 改写为 

A- r J-C5eV) 

C 求和应对体系的所有的电荷 进行; 为簡單起兇，我們略去指标 C 
这个方程右边的所有的量都是取对 f 瞬間的値〕。但是 

XeV^f-.Xer^d t 

U't 

式中， d 是电荷体系的惘極矩。因此， 

A -= I d . (9-18) 

C Kq 

利用公式 (9- 3〕， 我們 求出碰場等于 




(9-19) 


而电場則針 V (^ xn ) x n 


(9-20) 


我們注#，在所考虑的近似情况下，輻射为电荷体系的偶極矩 
的二次导数所决定。这样的輻射称为偶極輻射。 

旣然 d = 充所以电荷只有在它們作加速度运动时 

才能幅射。作匀速直綫运动的电荷不輻財。这也可以直接从相对 
性原理推出，因为作匀速直綫运动的电荷可以在某一个慣性参考 
系統中睜止，而一个靜止电荷显然不輻射。 

将 (0-19) 代入0-6)，我們得到偶極賴射的 强度： 


dI - 4 ^ 3 ( ax n ) 3do _ (9-21) 


它就是在單位时間內电荷体系輻射到立体角元 do 內的能量。对 
全部立体角积分，就得到單位时間內从体系向备个 方向輻 射出来 
的总能量。为此，我們引用球坐标，其極軸沿着1設在这些坐标中 
的矢量 n 的極角和方位角为0和 a 因此0就是 d 和 n 所夹之角。 





§ fi -2 偶棰稼射 
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这时如而〔卜21)式則化为 

rfJ= —-^sin 3 8 dd d<p m 
4vrc 3 

从 O 到 277 对炉积分，再从0到 7 T 对 (9 积分，我們得到 

^ (9-22) 


假如我們只有一个电荷在外場中运动，那么， d = A 而 
ii= eWf 此处的 w 是电荷的加速度。因此，运动电荷的总輻射是 


2^ 


3 c 


(9-23) 


我們注意，在由粒子所組成的体系中，睱如所有粒子的荷質比 
都是相冋的，就不会有輻射(偶極輻射)。实际上，对于这样的体 
系，偶極矩为 

d V eP ^ ^ 上 mF=t 常数 . ^ 城， 

u ^ m ^ 


此处的常数是所有电萜共 [司 的荷質比。但是此处的 
R 是体系的憤性中心的矢徑(記着所有的連度因此非梠对論 
力学可以应用)。因此3与慣性中心的加速度成正比，然而这个 
加速度是零，因为惯性中心勻速地运动着。 

最后我們写出偶極輻射的强度的光譜分解。对于伴着 碰撞而 
产生的輻射，我 們引人 它是在碰撞时問內以波的形式（波的 
摄率在間隔內）輻射出去的能贵（比較§ 9-1〕。 用博里叶分量 
1代替 (9-22) 式中的 d 幷乘以 4 tt 就可得到比較公式 (9-6) 
和 (9- 


按照傅里叶分量的定义，我們旮 

d^c-^ £ =备〔0’、 £ - Wd，-。, 
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由此得到因此， 


dS ， 


8 ttcj 4 


| d w [^^ 


(9-24) 


对亍作周期运动的粒于，我們用同样的方法得到以頻率 
«叫（比較 [10) 輻射的强度 如下： 




(9—25) 


% 9-3 -碰撞輻射 

在硏究碰 m 輻射問題时，我們很少对亍两个沿着一定軌道运 
动的粒子因碰 a 而产生的_射發生兴趣。通常我們必須考虑彼此 
平行移动着的整个粒子流的散时。我們的問題就是求出屬于每單 
位粒子流密度的总輻射。 

假如粒子流密度等丁 1C 卽在單位时間內通过粒子流單位横 
截®积有一个粒子），那么，粒子流中“瞄准距离”③在 p 和 p + 如 
之間的粒子等 P 2irp 咖（卽以 P 和^ +如为半徑的闸个圆之間的 
环的面积 L 因此所要求的总輻射就 可以用 ^ pd P 乘一个粒子 
〔具有瞄准距离 P ) 的总輻射△象再对^从0到 oo 积分求得。如 
此求得的诘将有能里：乘面积的量綱。我們称它为有效輻射(同散 
射的有效截面相似），幷以《代 表之： 

oo 

^ ^g^lTrpdp, 0 — 26 ) 

o 

用完全类似的方法，我們可以定义在一个一定的立体角元心內和 
在一个一定的頰率間隔內的有效輻射 等等气 

①“瞄祛职离”就是碰撞的粒子假若沿寬钱运动相互能够接近的距离。 

⑨假如被积分的式 -r ■与粒子的偶極矩在粒子流的横截面上的投釤的定向角有 
关，那么 ，首 先我們必狽在这个平面上对于所有方向求平均値，只洧这样 痄以岩 才能柬 
以 ^ pd p 然后再积分。 



§ 9-B 埯撞輻財 
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現在我 fP ? 来求輻射沿各 A 方向的分布的一般公式 f 这个輻射 
是仵屮心对称場对粒子沭發生散劇时产生的，这里我們假設輻射 
是偶極幅射。 

被散射的粒子流中的單个粒子在每一瞬間的輻射强度为 
(卜21)式所决定，在这个 式了内 的 d 是粒子对于散射中心的偶極 
矩心首先，我們将此式对于欠量 a 在与粒乎流方问相垂直的平面 
內的所有方向求平均慨。旣然 ( lixn 》= c^-(n . d 穴那么，求平 
均値时仅仅影响 〔n • d > u 因为散射的場是中心对称的，而人射粒 
子流都是 f 行的，所以散射以及幅射具有对通过中心而又平行于 
粒子流的軸的对称性。我們选定这个軸作为 X 軸。从对称性的考 
虑可以君 山1 乘积土 d x d h 在求平均値时給出零，而七和 
幻的平均値彼此相笠 . M 然 

4 = j K d +)， 一 d |]. 


注意到这啤，我們就不难求得 

(ti x n> - ■ 〔小十心 ）+ 


式中， (9 是輻射方向11与 X 軸的夹角. 

将强度对时問和对所有 fitS 难距离积分，我們就得到确定有效 
輻射作 为輻肘方向的闽数的最后公式 


dK , 


do 


4^ rc 3 


A 十 


C 3 OS 2 0 — 1 


2 


(9-27) 


式中， 


A 


2 

3 


j * 

^ j d 2 dt Syrp dp ? I $ ^ (d i —3d^)d(27Tpdp 

30 

(9-2S) 


0 


0 


⑤实际上 T 通滑我 捫所 扰的是掊两个粒子 -- 妝射的粒子和孩散財粒子 ---- 相 
对他捫的公共的 ffi 性中心的铒柘矩。 
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(&-27)式的第二項被羿成了使它对 如的积 分为零的形式 


伴着散射而产生的輻射强度可以分成两部分，一部分輻射的 
極化是在經过X軸和方向 n 的平面内 (: 我們选擇这个平闽为工 7 
平面），另一部分輻射的極化是在与这个平面垂直的平闽内。电場 
矢量与下面的矢量的方向相同： 

(dxn)x J1 ?= n(n.d) — d 

[見 (9-20) 式1这个欠 ft 在与 xr 平尚垂直的方向上的分 M - 足 
- K 而它在幻「平面內的投影是由沒 I 一咖式,。将 E 平方，再 
对矢量 d 在 rz 平面內的所有方向求平均値，我們皆先看到，場在 
XY 平面上的投影同它在与平面垂直的平面上的投影之积为 
零。这就說明,輻射强度实际上可以用两个独立部分之和来表示， 
这两部分就是極化在两个相互垂直的平面內的輻射强度。 

电矢量在平面內的輻射强度为卞均平方石 
所决定。对于有效輻射的相应部分，我們得到 

OO 4- « 

= j * ( d 2 — df)dt 2 rrp dp , (9-29) 

0 —oo 

我們注意，輻射的这一部分是各向同性的。我們不必要写出电場 
矢量在垂直于粒子流的軸又垂直于矢量 n 的平面內的有效輻射表 
不式，因为，显然叫I + hi = dK no 

用枏似的方法，我們 可以求 m 在一个一定頻率問隔内的有 
效輻射的角分布公式 。 略去重 a 的討論，完全与上而相似，我們写 


出最后的表示式 


式中 




(9- S 0) 


= ^ d® 2ttp dp t _0(6 ^)=皆 j (dj — d^}27r^c> dp w 


031) 




§ 9-3 純楢輻射 
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其次，我們再来推导关于碰瞳輻射的光譜分解中的这一郜分 
的一些公式,在这部分中的頻率滿足条件 

(9-32) 

式中 t 是碰撞时間的数1級。在积分 



中，輻射場尽只冇在与 t 同数贵級的时問問嗝內， 木 与零有 M 著 
的差別:。因此，按照条件 （9 〜32\我們可以假設在被积分函数内 
^<1,从而就可以使等十 h 于楚， 



2tt 



将 0-3) 式 H ^ lAxn 代人上式，幷对肘間积分，則得到 

^r~—CA s^A 3 )x n, (9-33) 


式中， A ^ — Ai 是碰擂粒子在碰逋所产生的場的矢势的变化。 

将 (9-33) 代人 (9-9) 式，我們便得到碰撞总軸財。这里，我們 
只写出对所有方向的积分的結果[积分的进行正如由 （9-21) 推导 
U -22) 的方法完全一样 ]: 

— Ai ) 2 和 1 (9-34) 

我們看出，对于低頰率，輻射与頻率无关，就是説，当^>^0 
时, f 趋近亍一个常数極限⑤。 


® 对瞄淮 ® 宵积分，我捫可议得到粒子流散射时的有效輻射的祁似的結果，然 
而我 n 要記着，这个結果对于碰撞敉子在庫侖 m 互作用情宄下的有效輻射是不正确 
的 ，因 为对/>的积分在#很大时是（对数）较散的。在下一％中可以看出，在这#情形 
t , 低頬車的有效輻射与鋇 率的对 数有关，_不是保袜不交。 
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h 

服如碰撞粒了的速度比光速小很多，幷且只考虑偶極子輻射， 
职么，利用 C 9-1 S ) 式，得到 

d$^ 点 [ 。 (V 广 V 1 )Jdco f (9-35) 

式中 1和1 是粒子在碰砬前和碰撞后的速度，求和是对所有碰 
撗粒于进行。暇如粒子的速度可以与光速相比 KU 那么，在 034) 
式中，我們必須用公式〔94)中的場的势。 

§9-4. 犀侖相互作用的輻射 

为了参考的目的，我們在这一节內列举一系列有关两个带电 
粒+体系的惘極輻射 公式; 这里，我們假設粒子的速度比光速小 m 
多。 

我們对这个体系作为一个整体的勻速运动（卽本系憒性中心 
的运动〕沒有兴趣，因为它幷不引起 輻射； 因此我們只須硏究粒子 
的相对运动。我們选定慣性中心为坐标原点，那么，体系的偶極矩 
d = e 1 F 1 + ^ i F s 可以写成 


H — m a r 


(9-3ft) 


式中，指标 1 和 2 分別屬于两个粒子，而則是两粒子之 
間的矢徑。 


我們从两个按照庫命定律互相吸引着的粒子在 怍禍圓 运动时 
所产尘的輻射开始。从力学我們知道⑤，这种运动可以用一 1、質 
量为的粒子(％为粒子叫和的折合質量〕在橢 
圓上的运动来説明，橢圓的極坐标方程是 


1 一 s coa 炉 = I — ^2 S 

r 


(9-37) 


Oj 妒 fh 例如, 本 敎程笫 一卷“力肀 执 





9-4 庫舍扣互作用 的輻射 


尨 1 


此处的 提半徑 a 和离心率 S 是 




1^1? 


(9-38) 


式中，洛是粒？的总能量(运动在旮限范圍内时，总能量为負）。 

是冲设矩，而 oc 是庫命定律中的常数丨）。坐标 
与时間的关系可玖用参数方程表示如下： 


«(1—卽0, 




( e -3 d ) 


当参数 会从 0 变到时，粒子在髓圓上走 一周； 运动的周期是 

^ 2矣 3 . 

埂在我們来求偶極矩的傅里叶分 fid 因为运动是周期性的， 
訢以这卽是求傅里叶級数的展开式。旣然偶極矩与欠徑 F 成比 
例，那么这个問題就可化为求坐标#=^<^史，的傅里 
叶分量。按照 （9-37) 到(9-3&)各式， a 和 y 与时間的关系就为参 
敦方程 


w— a(£ —cos y^al / 1 — ^sin$ 


a> 9 t = ^― ssin ^ 


(9-40) 


所决定，这里，我們引入了 頰率叫 




利用 “= — if0 a n x * i , — Wo « Vny 計算速度的博里叶分 E, 

这比求坐标的傳里叶分量更便利些。我們有 


— Wfi n T 


T^- 

^ e “ n 4 dt % 


但是； & = 心 sinf 处，因此，将对 / 的积分变为对 f 的积分, 
我們就有 


‘7T 

J e Ogin f 屯 , 




同样，我們可求得 


第火阜电磁洩的輻射 


_ 3 r 

iaV 1 — 8 2 (' 

% 7 rn \ 1 


“( 卜说 inO eos ^^： 


m 1 — 6 ® 
^Trne 




c 在从第一个积分变到第二个积分时，我們在被积分函数中写了 
卿一(咖 f 一去)+去 ； 这时，出現了 cosf— 去的积分，而它恒 
等 T 零〕。最后利用貝寒耳函数的理論，我們有 

2 tt t 

▲ 、 J e 03 (> 卜 dnO 卜 AO )， 

6 0 

式中， AOO 是整数《阶的 MS 耳函数。結果得到所求的傅里叶 
分 ft 的如下的表示式： 


- j ^c ns x vn = %aV -}r & aoo 


(9-41) 


(貝寒耳函数上面的一撇表示对函数的独立变数的微分)。 

輻射的單色分量强度的表不 式可 以将 I ，心代人 (9-25) 中得 
之： 


C&- 42 ) 


下面我們写山在 n 很大的情况下的强度的漸近式如 


@在求 0^3) 和 JH 4 S) 时，我捫必須用 R 塞耳函数理論中热知的渐近公式 


J ft 〔從） . 


1/2 »；<!-.*) 


1 ■ 

1_ a\iL H- 


V '^ 


1 f 


此公式对于>1有效。我捫措出， B.A. 輻克倦到了 一个氺 J,Os ) (对于 
大的 U 和任袁的 E) 的 c 答遍的公式 (^AH， 1, 07, 19M; 0 





康命相互作用 的韆射 


_ 2o^n / V j" ^ * "\ 2n 

n 37rc a 5 2 rT 二 - sT\ m i + m t / Ll+ 〆 1 - 芯「 J ■ 

假如 s 不太接近于 I ，这个公式就可以应用，就是說必須滿足下列 

条件： ^ 

<1 

以下，我們考虑两个互相吸引的带电粒子的碰撞。这两个粒 
子的相对运动，可以用一个以質量为 M 的粒子在双曲綫上的运动 
来描写： 


1 一 ecoa ， 


式中， 


e - V 1 + 


2濟 


(9-44) 


(9-45) 


C 現在名>0)。 r 与时間的关系为下固的参数方程所 决定； 

r — a (8 ch f — 1〕， (g sh 石 一 f 〕， C 9-46) 

此处的参数 f 可取 一〜到 + 〜之問的一切値。对于坐标％% 
我們有 

a ?^= ct ( oh ^ — s ) ? y=aV 6 2 一 l sh 芒, (9-47) 

傅里叶分量的計算(我們現在所指的是展开为傅里叶积分的 
展开式)可以照上固的方法完全一样地进行。結果得到 


&)， 


V B z - 
2 we 


M ⑼- 


(9-4S) 


式中，是第一类第^阶的韓凱尔函数，我們引入了符号 

- 0>Q 

0 JQ 

用了貝塞耳函数理論中的公式 
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^ (9-49) 

— oc * 

将所得到的式子代入(9-9)，我們便得到頻率在閫隔|^內的 
碰撺总 輻射力 


jtf _2vo> 2 a 2 /e 1 — f s s — i 

^ 3c^V ^ / \ e 3 





(9-50) 


我們所关心的是描述在平行运动 粒矛流 散射时之幅射的特征 
的“有效輻射”〔兒上一节）。为了計算它，我們用 2 印如乘 d 二，再 
对 P 从零到无穷大职分。利用如这个关系从定 
义⑶ -44) 得来，在 ( 9 _ M 〕 中，冲最矩见和能量名4瞄准距离 P 及 
粒子 在无穷 远处的速度％的关 系是： M ^^ pv 0 , ^ = 我們 

将对 P 的铒分化为对双在1与 a 的范圍中〕的积分。最 G 的积分 


可以直接利用公式 

l ) Z ? 

式中， z p ( o 是 P 阶貝塞耳方程的一个住意解气記着当 
时，韓凱尔函数好变为零，結果我們便可得到_卜面的公 

Wo \ & / 

式： 


dn 


4 TT a ia c ai 」 

"3^ 


W / — - e E m , 
/ 乂 V 打 h + 衫 h 


\ r 
} 



(9-51 J 


® 


在承模 的个方 P ， 必須記着心是純虚数，而是鈍实数。 
这个公式是 U 基耳方梓. 




-2=0 


的直接結果 n 




9 - i 庫侖相互作用的孩射 


現在讓我們考虑低頻和高頻两种極限情形。在积分 


二 (卜 叫) 


de - (9-52) 


(韓凱尔函数的定义）中，积分变量€的唯一甭要的范圍是指数在 
其中与1同数景級的范圍。因此，对于低頻率…<叫)，仅仅大 f 
的区 域是® 要的。但是对于大的我們有因此，近似地， 


V J ) o / ^ 


e — W 


㈢ . 


同理，我們可求得 




最后，利用貝塞耳函数理論中的近似式(对于小的4 

Y ^ In - .^ . 

77 yx 

( T-A 式巾， C 是政勒常数， y = 1.7807 …），我們得到匠頻率有效 
輻射的如下表示式： - 


一 ! 微 (HF 卜 


— lSi ). _) 


这个表示式依賴于頻率的对数。 

对于高顿率在积分〔 9 ~ 62 )中，与前相反，小的 f 的 
区域是重要的 。根据 这个理由，我們展开被积分函数的指数为I 
的¥級数，幷近似地得到 t 


警 -4 


iii } 

6 6 u>o 


d ^=^ Re ^^^ a di \ 




第九卑电雄波的箱射 


作代換1上面的积分化为 r 函数,結果我們得到 




m 〜⑴, 


同理，我們得到 




最后，再利用1’函数理論中的熟知公式 

r ( 抑—丄， 

对于髙頻率有效輻射，我們得到 

也=(艺一 i ) 3 〜卜> J ^\ (9-54) 

卽得到一个与頻率无关的表示式。 

現在我們轉到伴着两个按照庫侖定律^ ㈠ > 0 ) 而排斥的 
粒子互相碰撞而产生的輻射。运动發生在双曲綫 

1『 。 “■、一 — a ( 52 — O 〔9-55) 


— 1 + 5 con tp 


上，与时間的关系可用#数方程 


tt(e + c)if )， —aV S 2 — 1 bh f , 
i=z |A^( s sh 亡十 O 


(9-50) 


来决定 l> 和 s 得自 a>45〕 式3。对于这种情形的所有計算直接可 
以化为与上画进行过的計算，因而这里就不再重复了。实际上，对 
于坐标 z 的傅里叶分量的积分 


T 、 

ia r 

7 TU J 




^"4 輋侖相互作用的锸財 


在作代換后®可化为在互相吸引情形下的积分乘以 

— TT 以 

c 这对心也同样成立。 

因此，在相斥的情形屮，傅里叶分量化的表示式与 相吸的 

情形 中的相 应的表示式只相差一个因子所以，住幅射的 

各公式中，唯一的变动是加上一个因子厂就持例言之，对 
于低頻率，我們得到上面的公式 （0-50( 因为对于 

w _ 

e 对于高頻率，有效 輻則有 下面的 形式： 

doj t 

«) .㈣ 

它随着頻串的增加而按指数規律下降。 

習 題 

1. 求两个互相吸引的質点在作橢固运动时的平均总 輻豺。 

解： 从花榀矩的表示式〔9"*36)，戏捫得到辐射的总强庞 

* 

3 c a \ m-L +m a / 

钕照运动方秸，以二是折合贸最\所以 

3 o a \ m t r 1 ' 

按照軚道方糂 (9-37〕 我捫用 5= 來表示 r , 再利用等式 ^ p / M ， 我們将对时間的积 

T 

分变为对角的积分(从0到 b 乂 結果 ，我 fH 对于平均强度/ = J J J 办#到下面的 
式户： 

j=A( 一 s ^is i ^] 

3 c ^ \ m-i m s f J 

2. 求西个带电粒子的碰掎总辐射 

W ： 在扣圾的情 形下， 軚道是双曲練(卜 44), 而在相斥的情形下 t 軚迸是066)。 
双曲轶的漸近钱与它的岫所夫的角是 h 由 cciah = l / & 来夹定，而粒子的個鵪 


]ftTrefe; / e : e s \ 

3 |/ _ 3 _ ^ c 3 \ ^ m s / 



第九聿电碴波 的辐射 


角 c 在憤性中心是靜止的坐标系铳中).是2、計箄方法厢翌題1进行（积分胀 
是 —？ fl 和+?0)。 ？n 、相吸的情形，我仍#到 

Ag--,~ ^ V ^'- - T tail 3 X l (t + X)( 1+3 tan 3 M + 

Bo 8 1 I 2 1 \ 2 / 

+ 6 tan ,} • 

, 21 \^i w a / 

而对干相斥的情形我捫得到 

:卜-十—- 0 - 6 UTl ^!*(^ rm s ) v 


在两种情形下， x 都是疋角丼由方菘 cot = = m ^ p / I i 来决定 G 是“瞄淮距 


因此对 f 两个相斥的电衔的“疋”碰撞心 =0, X =» r) J 我到 

“一 X ./ e i _ 4 Y 


a . 本一砬子玲（屯荷为 h 質量为…〕祙一个电荷 h (質 S 为 m a ) 敢射时的总有 
效韫射(电荷 a %相闾的符号) 

解：所求的量黾 

♦. I S 

, I 

S S Tdt2 ^= 發 d 浩 )〜 r J J A 叫 dfi . 

o — ao o ■ od 

将必二 dr / v r 代入 , 我捫将对时閲的积分化为沿电荷軌道的积分，此处的徑向璋度 
r r 三；可以用 r 表示如下: 


… 〆 ■卜-卷一 t /( o ]= A _ 


2e ± &^ 


对 r 积分的范囿是从0到 r □(〜 足离屮心最近的匝离，在这一点 ^ r =0 hm ^^ r a 
到无突远。 如将积分次序互換(卽先对 P 积分，然后冉对 r 轵分）， 对于积 分的运茛会 
便利一拽。計笫的結臬是 

Bp e ^ e u \ k ., 

*^9 c a («*1 + m ~ s / " ' 

4. 14 有一个电荷从另一 个屯荷 的旁边您过，假設屯荷的速率是这样大 （M 特灶起 
光速仍热是裉+的)，以致必的軚迠与 迮鉍的 G 羌可以認为很小〕.求由此所产生的总 
輻射的角分布。 

解：假如动能叫比势能犬很多[势能与 o a wy 同数蛩級: ] f 邪么，侃 
軲角钛小了。我們选定运动的方向为X軸的方佝，而原点仍选在寊心。在一級近似 
屮，軌迈可以由給出。在高一級的近似中，运动力 锃給出 

，， a x avt a V eta 

di V. . _ _ . ... _ », mi r 




9-5 网梅 I 転射和磁偽掙輻財 


这争 分于 r 我捫可以写 r = v P ^^~ t ^. 利用这 S 式平，将公式（9»31)对时 朗从- 
到 + i 积分，我捫求得立 体角心 內的总輻射 




On 叫 ^是里位矢蒼 n 在 rfo 方向的分量〕。 


% 9-5. 四棰輻射和磁偶捶幅射 

現在我們来硏究由矢势 (9^2) 的展开式以后儿項所决定的輻 
射。假如电荷体系的綫度比波長小很多，那么，这些項一般也比产 
生偶極輻 It 的第一項小彳号多。但是住电荷体系的偶極矩为零的情 
形下，它們就很重耍了，因为偶極幅射不發生。 

将 (^2) 展开，卽将 


I + ^ 


展开为 F - T 1/ C 的幂級数，我們得到 (:准 确到一阶項） 


_] _ 9 

c 2 E n 9 t f 


^( p * n ) j ^ dV . 


将 J -= pV 代入，我們改写上式为 


A -^ ck^ XeW>(r，mIiX ( ㈣ 〕 

C 从現在起，我們象在§ 9-2 —样略去指标 o 。 

在右边的第二个和中，我們可以写 

VOn)=+^r(n_p) + +V(n.r )— 士 p(n.V) = 

=音 J +^-(r x V〕 x n. 

于足，我們求得 A 的表示式 

A =i+ ▲ 备 Ser ( n ， r)+ 忐冰 xn) 

式中^姑这个体系的偶極矩，而 m > rxV 則是体系的磁矩, 


第九皁电磁波 V .翹財 


为了 作更进一歩的变換，我們应注意，将与 n 成比例的任意矢量加 
到 A 上，幷不改变場，因为沒照公式（卜和 E 幷不改变。 

哏据这个道理，我們可以将矢量 - 加到上面 
所杩到的 A 的表示式中，这样，我們就得到° 

rf I 02 _ f 

-，[_•…昨•去 mxn . 

m 是，在符号 Hga 的表示弍止是矢量 n 和四極矩張 

= —的积 (見 S5 _ 6) 。 引入欠 ^ D f 其分量 

为 l )^ D ^ n „ 我們 便得到矢势的 a 后表示式 

A = ^JeJ^cE^ X ^ ( 9 -刪 

知道了 ' 我們現在就可以确定輻射場 H 和 E 。 利用一般公 
式 （ 93 ) ，我們便可得到下面的 式子： 

H ^ c 4{ dxn + 6 V fixn+ ^ xn)xn }^ 

E = ^^|(d x n } x n + 去〔 D y n ) x n + [n x m ]}■ (9-60) 

立体角心内的輻射■强度 cE / 吋以) H - - 般公式 (9-6), 来决定。 
現在我們来計算总輻射，就足这个体系在單位时問內輻射到各个 
方向的能量。为此，我們按所有 n 的方向求 W 的平 均値； 总輻射 
a 然就等_厂这个平均値乘以 4 &在氺磁場平方的平均値时，在 h 
内的 e 項中，仟意网項的乘积都娃審，因而只刺下每一項的平方 
平均値。铿过簡單的計箅&就可得到下面的 j 的表 示式： 

0 .) 我捫介紹一个侦利方法來求一个單位矢鼋的分货的积的乎均値。因为 II 是 
—个单位矢显，是一个对称張是，只可以用單位汰虽来表示， eii ^7™ 
= aS , y ,； 对指 Da 爲进行縮汴，記蓍 2 = 1 ，我捫訧 可棵到 《 = 1/3 S 
对于 P 4 十分 1 的枳的平均肮，我捫問样可以％ 

n ^ n^nyni = a ( S - c ，. 36r a +5« 7^.5 t +5 cr 56 ^ T )， 

CM 若对所有四个拍标的对 称性乂 对于成対的掊标久 G 和％ 3两对桔 
榀进行縮幷，我 捫掙到 a = 1/15。 



§ 9 - 5 四搔箱射和磁偽择輻射 
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3 - d ® - h — H - -\ m \ (9-61) 

lSOc^ aS 

因此,总輻射包合三个独立部分；它們分別称为 ffl 極輻射 ， mm 
射和磁偶極輻射。 

我們注意，磁偶極輻射实际上在許多情况下是不存在的。例 
如，在一个体系中，假如所有运动粒 了的荷 質比都一样，磁偶極 
輻射就不存在（住这种情 况下 ，偶極軺射也不存化，我們在巾 
已經証明过了\事实上，在这样的体系中，磁矩 y 机械冲頊矩成 
比例 C 見§5〜 9), 因为冲蛰矩是守恒的，所以 m = o ... 同理，磁偶 
極輻射对于任 M H 包含两个粒子的体系也是不存在的（:兑 S 心9 
的習題），但是，在这种情形下，关于偶極子輻財，我捫得不到任 M 
結論。 


習 埋 

〜带电 MT 流被一些同它們完全一样的忭子所散射，求其总有效辐財 c 
倾： 缉完仝一样的粒+碰撞时，偶楠輻射（磁偶搔辐射亦然〕不存在，因壯我們 
必須計第四搔輻射。 两个完 全一样的粒 - T 所构成的体系的四棰矩沾置（相对于質心〕 
是 

及戊泞 =—( 5 u 
2 

式中，是两个敉子之問的矢涅 r 的分蚤。我們将上式代人锫射闼度的公式/= 
内。搿时間的第一，第二，笫 H 阶导数可以用粒+的相对速度《«表 

示知下： 

♦ •■ 削 ” e B r a m -» oVrt?' —S x n Vf 

…=~， = 2 ^ ^ % 

式中， * V = V * r / r 是速度的矢徑(第二个等式是电荷的运动方程,第三个可由教分第二 
个得之）。汁箄得出下面的强度的表亏式： 

(>•=1^ + 4); V 和 h 与 r 的关系是 



mr 
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我捫用对 r 的积分代替对时問的积分.知电 §9-4 中的習瓸3—样，卽写 

dt = dr = . _ 

f m r 

在对于，相 r 的電枳分巾 ，我捫 首先对 p 积分，然后再对 r 积分 u 柽过計塞，鲒果我捫 
得到： 

St e*v% 

丨 - - - Z « 

3 

§9-6. 在近处的輻創場 

俏極輻 則的各 公式是我們对丁与骝射体系相距 K 远之处的場 
求的，所 ffl 甚远之处，卽到輻射体系的距离比波長（特別是比軺射 
体系的綫度）大很多」在这一节中我們仍 H 設 ^比体系的錢 Jff 
大很 可是輯 們耍研究的場到体系的距离却是虽比体系的綫度 
大， n 与波長同数量級。 

矢势的公式 C 9-18) 

A = (9-62) 

仍然有效，囚为在求这个公式的时候，我們只 应用了 馬比輻射体 
系的较度大很多这个事实。然而現在卽使在小区域內場也不能当 
作平 卤波。 因此， 电場和 磁場的公式 (9-19) 和 0-20) 已經不能应 
用了，为 f 求出它們，就必绢先求 A 和〜 

利用加在两个势上的一般条件 （84乂 

divA + 丄 ^- 0 } 

C dt 

我們可以直接从矢量势的表^式求出标势的公式。将〔9- 62) 代 
入,幷对时問积分，我們便得到 

tp^ -div^. , (9-63) 

积分常数(是坐标的任这雨敌〕 ft 这甩被格去了，因为我們只对于 
势的变数部分威兴趣。我們祀得，住公式以及公式 (942) 



中， d 的缸必須是^瞬間的値①。 

現在已經不难計算电場和磁場了。从联系耳 H 和势的寻常 
公式，我們得到 

H ^ — rot , (9-04) 

E = grad rliv L . (9-85) 

注意到^ [柯任何坐标和时間的葑数 缺 样]滿足 
达朗貝尔方程 

£的表示式可 a 改写成兄一形式。用熟知 的矢量 分析中的公式 

rot rot sl —grad div a —Aa r 

我們便可求得 E = rofc rot (9-66) 

用上®求得的結果可以决定在距离与波長同数量級之处的 
場」在所杏这些公式中，不允許将^从积分兮內提到积分号外， 

因为包含了^的与包含^的項之比正好与波 長同仏 之比同数量 
Me ° 

最后，我們来 求場的 傅里叶 分量的公式。 为了求 我們用 
H 和 d 的取色分量 d 和 d,e- ^分別代替 ( 9 - 64 ) 式的 H 和 
之然而税們必 須記着 ，在方程 (>- 62 ) 到 (g-ee) 中的右边的各量 
都是指取蛛間的 d 因此我們必須用 

C 

(t^ W + 

d-e ^ W 二 d^e 

①冇时我捫引入所謂赫茲矢里，其定义为 

这时， A— Z, divZ, 

c 
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代替 d 。 代入后，再除以我們便得到 

% / -ifeiSo \ 

^ — iA ? rot ( d u -— J 


或 


H w =A d w x v 






丑 0 ■ 


同样，从 ( 9 -肪) 可得到 


fi€kfia p fkRa 

E u +( d .. v ) v ^_. 

j *0 -»(J 


($-67) 


(9-68) 


習 通 


求珥处的四榀截射和磁德桶槿 4 t 。 

ffi ： 为簡甩起旯，胲胶偶棰輻財总是不存在的，予是获捫有(比較§94中所进行 
的叶 m 


A =^ S ^- Rcd M^lS cr ， v ) -^ F dF 

C 按照 p 的裉展开； R = Rd - F % 与在5中所作的 不同， 1 / J ^ 現在不能从积分号 
內提到积分号外。我捫将效分号提到积分号外，将公式改用扱设许号表而 


.*4^= — 


1 


_ a C ^kh 

J rZ 


dV. 


i x h 是矢徑 Ro 的牙复)。将枳汙变为对电荷氺和，我捫求得 

小 ；- d 
C Jt Q ， 

用与 59-5 中同样的方法，将此式 分为四 榀部分和磁搔部分 p 相应的标势 h 了由宍势訐 
S ： 出来，如在§ 94中所作的一样。銪果,对于四棰辐射，我捫播到 


Ai ^ _ 1 _?_ i>*A 9= 1_ ?f_ ^ 
6 c B 0 1 一 6 Tx^Xk IS ^ 9 

对于磁 ffll 裼蟢射，我捫#到 

A=rot ^ y 
- Wi % 


(所有在右边的摄，如平常一样，都是取 / Td -方以瞬間的埴)。 


§ 9 - 7 . 快速运动电荷的輻射 

現在我們来硏究一个带电粒子，这个粒予运动的速度同光速 
比較起来扦不算小。在求§ 9 -2中的各公式时，我們股設/ 因 




^7 快速运动电荷的輻射 


而这些公式不能直接应用到 U 前所考虑的情形。但是，、我們可以 
把粒 T 放在它在一給定瞬間为崢[卜.的那个参考系統中去硏究。在 
这个参考系統中，所提到的这呰公式当然是有效的 (:应 該注盘这个 
事实，卽这样的做法只有在一个运动粒子的惝况下才有可能;对于 
包含許多粒子的体系，昆然不存在所存的粒子同时是睜止的参考 
系統)。 

因此，在所指的参考系統中，这个粒子在 时間& 內輻射出去 
的能量是 

[:按照公式(9-23)]，式中的叫是粒子在这个系疣內的加速度。我 
捫現住将这个式子改写为四度形式，这种形式可以应用到任何# 
考系統中。为此，我們要注意式中的％是粒子在任意 
参考系統中的四疫加速度〔兒§ 1-7 中的習题1)。此外，我們現在 
用， : 幅射四度冲量” 匕代替 輻射能邱，因为能跫(乘以 +) 是: 

四度动:駄的时問分量；根据相似的理由，我們必須用来代替 
dh 因此，我們求得 

心鋼 3 — 2 ㈣ ) 

式中，叫是粒子的四度速度。不难諕明，在粒子在其巾是靜止的# 
考系統中，这个方程的时問分量实际上給出（0-仙);而空間分量， 
对于單位时問內的輻射冲量，給出 1 = 0( 当 〃 = 0时，叫的空間 

分量也是零 X 将輻射冲 U : 定义为冲量的通量密度在包 H 粒于的 
曲阁上的积分，就可以直接得出上面的結杲；在 * = 0的那个参考 
系統中，輻射为 §9-2 中的公式所决定，而沿向两个相反方向带走 
的冲童的大小相等，方向相反；因此这个积分为零。 

一个粒子飞过电磁場的期間的总輻射等于表示式 (9-70) 的积 





2B6 


第九牟电磁浊的輻射 


分，卽 



利用运动方程 (3-52) 



h：Ufj 


用电磁場張置来表示四度速度我們可将上式改写为另一形 

式。这时，我們得到 4 

AP f = g-^^ ^ (9-71) 


这个方程的时間分量是总輻射能量 △ 象用表示为三度量的式子 


来代替所有的四度量，我們便得到 


匕& 


2 e 4 


、 {e + ^Vxh}*— c \ ( e.v 7 


3 m 2 c ^ 


dt , (9-72) 


同样，对于总輻射冲量，我們有 


AP 


2c- 


E 


+ t VxH } E -^ ce ' V): 


Sm 2 ^ 


VdL (9-73) 


l--„ 


从公式 〔9-72〕 可以宥出，对 丁' 3光述相近的速度 
’所賴卽与运动竝子的 

能^方成比例^唯一的例外是在电場内沿若場的方向的运动。在 
这种情形下，分母里的因子与分子里的同样的因子相消， 
因而輻射与粒子的能量无关。 

最后，还有快速运动电荷所产生的輻时的角分布問題。为了 
解决这个冏題，利用李納特 〜魏内 尔特的場公式 (840) 和 (s-21j!i 
比較方便的。在远处，我們只保留 | 的敕低阶的喷（公式 1S- 2 0) 


快速运动电荷的 ft 射 


中的第二項 X ⑴用在輻射方向的單位矢量我們就有 
电荷所趄立的場的公式 

nx 

e 

= "^F 

等式右边的一切量都取推迟的瞵間 r = i — 4 ■的値 CW = V 是粒 

C 

子的加速度)。 

輻射到立体 ft ^內的强度 

dl^—E^ do. 

展开我們便得到 




(9-75) 


假如想要定出在电荷运动的全部时間內总輻射的角分布，那 
么我們必須将强度对时間积分。这时必須記着，被积分的式子 
是 f 的函数；因此我們必須写 



^ V_n 




dt f 


(9-76) 


C 見然后再直接对 f 积分。这样一米，我們就得到立体角 
元心內的总輻射的表承式 


U8 


第九韋电忒浊的辐射 










<■{ 1 一 


V*n 


c 


1一 


V，n 


) 



(我們略去了积分变量上的一撇)。 


(9-77) 




—个电荷~以与光速冏数置級的速度从車侖場 （毋 的位为 A f 二4/0中飞过，求 
其总輻射。 

解： 当韹过堪时，电荷几乎不偏轉， 因此在 （9-7S) 式中 t 我們可以将 v 刍侑常数， 

所以 


£ 


6,上 




a » 


x 


vt, y-p 


< J 0® 


(見 § 9-4 中的習駔4)。将 C 9-72) 对时問积分，結粜我捫芬到总輻时 


AS 


we 今的 


m ^^ B p 9 v 


V s 

l^ m 

o * 


% 9-8.勻速厠周运动电荷的輻射 


我們詳細地来硏究一个以住 E 速度在均勻恒定磁場內沿圓周 
运动的电荷的輻射。軌道的半徑 r 和运动的循环頻率叫 可通过 
磁場强度〃及粒子速度 w 来表示，其公式(兒§ 3-7) 为 


T 


eH 


mcv 




eR 

me 



(9-78) 


沿着所有方向的总輻射强度可以直接从 （ 9 - 72 ) 求得，不过必 
須使 E = o , H ^ V ： 




§ 勻速圖周运动电衙 h 輻射 


2 e 4 By ^ 
3 —- 


(9-79) 


我們看出，总强度与粒子的冲 fi 平方成比例。 

暇如我們对輻射的角分布有兴趣，那么，我們必須应用公式 
(9-77 X在一个运动周期內平均的强度是一个有趣的虽。为此， 
我們将 (9-77) 式在粒了作圓周运动的周澌內积分，所得結采再用 
mm ^ = ---■ 除之。 

我們选捍軌道平靣作为平商(原点在圓心），而使平 
面經过輻射方向 n 。 磁場沿着 Z 軸。此外，以0表輻射方向 n 和 Z 
軸的夹角 （ n 的極角 ）， 而9 = «^表粒子的矢徑和 X 軸的夹角，那 
么 ， n 与粒 f 速度 V 的夹角余弦等于 cos (iv V)-ain Q coa <p ^ 
量 V 在 XV 平面內， frOl 在每一瞬問都垂直于粒子的矢徑〕。按运 
动方程[見(3-3幻] 

S [ VxH ]， 

我們爪場 H 和粒子速度V来表示加速度V。經过簡單計算后，我 
們得到 


dl — do 


, 么 v 2 

S7T^m 2 c 


2ir 

/ S' ) C03S ^ + [—— sin j9Gos q>) 

( l ^ — \ \ ^ - C -J - . _ / 

、 C "J (1 一 ^ ■ sin 0 eoa 


(9-80) 

C 对时問的积分巳化为对的积分积分过程虽然笈杂一 
些，但是足初等的 .： 結果得到下固的 公式： 


dl =^- do 


1 - 

S 7 rm 2 c - 


2- h — ain 巧 

C 2 

1 — - 2 ain £ ^ 
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1 




41 十叫音 


(9-81) 


沒=0 C 与軌道平面垂直）时的輻射强度与 C 在軌道平面 
內〕时 的輻射 强度之比等 T 



当0时，这个比値趋近于但娃 对丁与 光速接近的速 
度，它就变为很大了。換句話說，对于高速运动，輻射■主要集中 
在軌道平®附近 。从 1 一 = ^O^x-f 这个条件， 很容易求出 

包含輻射之主要部分的角区間的“苋度” 只須注意到6 = 

= ^±△0， sin 9^1-^pL o 显而显見， 


A 0, 



I ? 2 

c ^* 


(9-82) 


下面，我們来研究輻射的光譜分布。旣然 ffl 荷的运动是码期 
性的(周期二 Af )， 那么冏題就在片为傅里叶級数。 

从矢势出發米計算是便利的。对 f 矢势的傅里叶分位，我們有公 
式(見§^1) 

An = e ~^ T ^* ^ 

式中是沿着粒子的軌道 （圔 周）进行积分。对亍粒子的坐标， 
我們有 a ? = r eoaiiM ， y-r sin 我們选擇角史（>=叫0作为 

积分变数。注意到 — r sin pdq > 7 而 it * F=Ar sin Q^nup^ 

= n ^ m 0^ nM 是輻射方向和 2： 軸所夹 之角; = 我 
c \ c cr/ 

們便得到矢的 r 分量的傅里叶分 ii : 



§ 9-8 勻速 圓 周运动电荷的輻射 


S41 




ev 


4k JR, 


2-rrc-B 


^ / 

F ( 


Sin $ «in 9 


sin <pd<p, 


在 § 0 - 4 中，我們已經遇到过这样的积分。它可以用 H 塞耳函数 
的导数来衷示： 

,m Oy (9-83) 

可用 R 样的方法 計算： 

°y (_〕 

沿 Z 軸的分量显然总是为零。 

按§(:-1的各公式，对于頻率为幷在立体角元如內 
的輻射强度，我們有 


/n- .^-[kxA n \^Rldo 9 
注意到 ^ 


|Axk|3= A^k 2 oos 2 0 t 

幷将 (iJ-S 幻和 ( 0 - 84 ) 代人，我們便得到下面的輻射强度公式（蕭 
特，， 】 9 】 2 年〕： 


dI n -=^ 


n 2 e 4 // a 

2订 c 3 挑 2 


(卜 S } 


cotsr 


ain 8 




sin 8 



do 

9 


( 9 - 85 ) 


为了求頻率为^>="叫的 輻射沿 一切方向的总强度，这个式子必 
須对全部角积分。然而这个积分不能以有限形式进行。怍一系 
列利用貝寒耳函数理論中某些关系的变換，所要求的积分可以 冗 
成下面的 形式： 



—? i 2 ( 1 — 

/ 0 


0-86) 
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現在我們疋加詳細地硏究当粒子运动速度接近光速时的輻射 
的尤譜分布 （ H 茲莫排奇及波麦南学克， 1 M -5), 以后可以知道， 
作这种淸形卞的輻射中起主要作用的是具有 w 太的頻率。由于这 
个妃 W ，我們来求对于太 n 很接近 寸一) 的只塞耳函数的漸近 
式。将凤塞耳函数写成积分形式 

+ tr 

一 7 T 

我們 tt « , 在所弯虑的情形下，在积分內积分变歎 P 小値起主要 
il : 川〔丙为与屮很大 UJ ， 被积分函数是拟动很快的凼数〕。按照这 
个迫珊， 我們 将波 m 分函数的指数展为少 的幂 級数: 

-4 -« 

400。 2 备 j 产 [ (1 ’ 糾却 

—QO 

(积分可以伸延到 M —⑺到的整个范圍路程，因为积分收歛 
得很快;三次項应当保衔，因为在我們威兴魎的情形里， （1 一是 
小的，周而一次項是小的）。似娃，我們所求山的結果可以直接化 
为艾礼函数 C 兒染179頁中的脚注)。因此我們得到只塞耳函数的 
漸近式 如下： 

J Zrt C2n^)^-~ 2W(1 —f)]. (0-87) 


将 ( 9 _ S 7 ) 代入 O -训）， 我們便得到对 f 大的《的輻射的光譜 
分朽公式① 


= — 




〆 7 rtn 2 C 4 


|^( W )- h|L ^ ^{ u ) du ^ (^88) 


代入后，上限变为十 X 〔因为料是很大的），而下叹則变为 
1 - vyc ^ m ^ 此外，在企栝号前的系数的 u 已經用 c 代替: T 。 
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24:1 


仏 ^(1 - 5)* 


当 ^0 时， 花括号 內的函数趋近 T 常 数極限 取（0)= — 0. 45 以…。 
因此，半时，我們有 


/« = 0,52 


eMl ^ 




1«(1-签广， (9-89 J 


就是說，第 w 次諧波的强度与^成比例。当^ ■>〖 时，我 們可以 
用艾礼 函数的漸近式(見第179貞中的脚注） 从而枵到 


/« =- 



77 fJl 2 C^ 


exp 


f 2 


3 


W 1 


v ^\ 

c 2 ) 




■# 


(9-90) 


就是說，当 n 很大时，强度按指数規律下降。因此，光譜在 


3 

7 时有極大値，而輻射的 t 要部分是集中在頰率 

/ 1 eH {' tjM-i , 、 

一 ㈣ ” 


onr^oyA 1 . 


的区問内。旣然的这些値是很大的，而相邻的頻率的距离是叫 
(:它足比較小的)，那么我們可以說尤譜有"似連續”的性質，它由很 
多相距恆近的譜綫所組成。 


習 通 

1. 一个 料子以不与光 速接 近的速度在回周上运动，求 n 大的輻财之光譜分布的 
噺近公式。 

解： 利用第货2 H 上的 脚注内 所介鞀 的貝塞邛囷数渐近式，我捫从〔9-功) 氺得 


e 他 L — 


5 

.2\T 


2vVmV 



-——•“、 an 
V 


/ 
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假如 <1 — 这个公 式:是 可以应用的；假杜外，1-沪/4也很小，那么 * 
所禅的公式 ft 为(9-90)。 

2 . 拉 " F 在均勻恒定磁塢內作回周运动,#能最随时間变 ft 的規律，求能最的 

輻射楨失。 


解： 按邢(0-。〕，对于在單位时間内 的能貴 損失，我捫有 




(肩是粒子的能最由此 B 丁得 

arcth - 0 -, — arcth . 


So _ 2 e * H * 
mc ^^ Sfn ^ c ^ 


式中，心是粒+在起飴时刻 0=0) 的能虽。 当^ >«时，能量忒少 而断近 地趋近于搔限 
(粒子 完全停 ii:) D 


% 9-9. 輻射驵尼 


在§ S -4 中巳铿指出，电荷体系的場的势展为 | 的幂級数， 
在二級近似中，导出完全确定(在二級近似中）电荷运动的拉格朗 
曰凼数。現在我們将場展开到史高次的項。幷硏究这些項所起的 
影响。 

在标势 


9 


I i^- dV 


的展开式中的+的三次方的項是 


㈣ 一点 抓， (^92) 

(为簡單起見，此处我們沒有写出展开式的第一項，見§8-4)。按 
照求（ 8 _ 33 )时的同样理由，在 M 开矢势时，我們只須取 1 /c 的二次 
方的項，就是 

❿一貨， （ 9 ~ 93 ) 

我們将这些势怍下列变換： 

1 ^ f 

p * — A + grai /, 




^ 9-9 


2 扣 


幷这样来选擇幽数/，使标势？^ 5 为零。为此，显然必須有 


/ =- 


1 ^ 

6> 9^ 




这时， 新的矢势等于 






3 2 


6 c 2 31 2 


^ v \R^pdV 




将积分变为对各电荷的求和,則扣边第一項变为 一 
在右边第二項中，我們写 ! Ll B = K — r ， 此处的队和 r 的意义和平 
常…样〔見 以 1); 这时，6 = — v , 而第二项則取的 

形式。因此， 

2 




(9-94) 

与这个势相应的磁場为零 (H = xot A 吻= 0)，因为 A ^> 幷不 
显含坐标。电場等丁1 


£ 


2 


3 c 3 


d 


(9-95) 


式中 d 是电荷体系的偶 極矩。 

因此，場展开式的二次方的各項导致作用于电荷上的某些附 
加力，在拉格朗日函数 ( S - SS ) 中是不包合这些力的；这狴力和电荷 
加速度的时問导数有关。 

讓我們考虑一个作稳定 S 动@的电荷体系，幷且訐算場 -㈣ 
在單位时間内所作之功的个均俯。作用 r # 个电荷 e 上的力是 
f = eE , 就是 

( ㈣ ） 


® 更准 确地耽，是这样一种运动，在硌去使运动遂漸戎极的輻紂的情艽 K，If 是 
稳定的 D 
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这个力在萆位时間內所作的坊是 f ' V , 所以在所舍电荷上所作的 
总功就等亍对所有电尙的叠加； 


2 f,v 二 d-SeV 

3^ 




在对时間求平均値时，第一項等于零，因此功的平均値等于 

M. V= - 盖和 . ( 9 - 97 ) 


但是，右边的式子，如将符号倒辻来，怡恰是这个电荷休系在取 f 立 
时間內輻射出去的平均能「兒 C 9-23) X 冈此， 在三級近似中出現 
的力 （9-96) 描写輻射龙电荷的反 作用。 这些力称为輻 射阻尼 ，或 
称为洛倫茲麼擦力。 

与輻射的电荷体系能量損失的同时，4出現了冲量矩的一些 
搰大-。單伩时問內角冲量矩的减少，3»/心，利用阻尼力的衣手;式 
很容易求出。取冲量矩 M = 对时間的导数，刖得功 = 5： rxp ， 

^ Xrxp = Xm(V xV )^ 用作用于粒子上的廠擦力 (9- m ) 
来代替粒子冲 簠的时 間导数，我們得到 


M^XPxf = --,Xerxd^ xd 
3 c 3 3 c 3 

我們所威兴趣的是稳定运动冲量矩孭失的时間 f 均値，正如以前 
我們威兴趣的是能量損失的时間平均値一样。写出 

dxd-A(dxd)-d^<d ； 


而且注意到在求平均値时，对 W 間的异数（第一項)为零，刖最后我 
們求得輻射体系的冲 ii 矩的平均孭失 如下： 


dm 

~df 


2 

3^ 


dxd \ 


(9-98) 


準独的一个电荷在外場中运动时也發生輻射阻尼。它等于 



以 V 

3 ^ V 


(9 一⑽） 



辐紂 01 尼 
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对 f 萆独的一个电荷，我們总可以选擇这样一个参考系統，在 
其屮 这个电 荷在給定瞬問靜止在坐标的原点 u 假如在这个参考系 
統中我們計算 川电荷 所建立的場的展汗式中的尚次項，那么就会 
發現这鸣高次项冇下述特性。3从电荷到覌察点的矢徑趋近 f 零 
W ， 这巧項 是矢徑方向的函数，对所有方向求平均値时变为零。換 
句站設我們这样求平均値时，电荷“自己对自己”的怍用力的展 
开式的萵次項变为零 。因 此在單独一个电荷的愦形里，公式 (9-99) 
在某种 S 义上，是在电荷在其中是靜 It ： 的参考系統中的輻射反作 
用的准确公式。 

然而我們必织記着，利用咀 M 力來 描写电 荷“白己对自己”的 
11:用，-般説来是不能令人滿意的，而且 包穴着 矛盾。在沒有外場 
存在时乂有力 099) 作用丁电荷 h ， 电荷的运动方程为 


这个乃程， 除了个 : 凡舯 V = 常数外，还有兒外一个解，在这个解 

i ( sV . Lj ,^ 2 成比例，卽 随时問 尤限制地增加这就意映着，例 
如 ，一 个电荷在綷过江-何 垛扑 从該場透出时，应該无限制地“自我 
加速' 这种荒謬的結果表叨了公式(9-的）的应爪的局限性。 

我們可以提出这个問題，旣然电动力学滿足能 Ml 恒定律，如 
何能够导出这样荒謬的結論，卽…今自由电荷无限制地增加它的 
能 E 呢？ 实际上这个困难的根伏在前函 (§ 5 - 2 .) 所提到的关于基 
本粒子奋无叚大的 电磁" 函有質 S ” 之內。当我們在运动方程內巧 
山电荷的質量为有限时，我們在实質上已經形式地給电荷以負无 
限大的，而又娃非屯磁根源的“固有質址'这个質 Q 同电磁質量.結 
心在一起，組成为粒于 的侖限 質鼂。但是， H 为从一个无限大减去 
另一个无限太不是一个完全 E 确的数学运算，这就异致一系列的 
額外 W 难，上面所提的疏是这些困难之-〜 
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在一"个电荷在其中速度甚小的坐标系統中，賴射阻尼也包 A 
在內的运动方程有如下的 形式： 

mV = eE + e VxH + ^- V . (9-100) 

按照前商的討論，这个方稈只能应用到阻尼力比外場作用于电荷 
上的力小很多的范圍內. 

为 r 明 ft 这个条件的物理盘义，我們作如下討論。电荷在給 
定瞬間是靜止的那个参考系統屮，速度对时間的二次导数，当略太 
阻尼力肘，等 T 

V= *■ 它十 "_VxH. 
tn me 


在第二項中我們将代人（准确到同样的程度 ） T 則得到 


U 兹 + 冬 ExH. 

m m s c 


与此相应，阻尼力包含 两項： 

f =- 3 ^ E +S^ EXH . 


( 9 - 101 ) 


假如 o 是运动的頻率，那么 > 就与〜 E 成比例，因此，第一項与 
同数量級，第二项与同数量級。由此可兒，从阻尼力 


比外場加在电荷上的力 W 小很多的条件，首先得到 


或者，引入波長 h 〜 c 卜， 



(9-102) 


因此，輻射阻尼的公式 (9-99) 仅仅当落在电荷上的輻射的波 
長比电荷的“半徑”巧⑽ 2 大很多时方能应爪。我 [ H 又一次#到， 
与 e s / mc ® 同数童級的距离是电动力学导致內在 H 的界限（見 
§5-2 节)。 ' 
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K 次，将阻尼力的第二項与力 d 相比較，我們便得到下凼的 


条朴: 


jr ^ ynH K 


(9-103) 


因此，場本身也必須不太大^与《^ 4 /3同量級的場也是經典电动 
力学导致內在矛盾的界限。这 M 我們还必須記着，实际上，因为量 
子效应，电动力学对 T 特別小的場也不适用 

我 n 現在來求輻射阻尼在相对論屮的表示式（对于一个單独 
的电荷 ）, 这个表示式子也适用于速度与光速相近的运动。这个力 
現在是四度矢厂应当加在电荷的运动方程內' 这个运动方 
程写为四度形式是 


UrW * H ri , m 

//: c —-i — -- £ aUk 十 / < ■ 


(9-104) 


为了求出几我們注意到当时，它的三个空間分量应当 
为矢量 f / c (9 -⑽）的分量。很容品看出，欠有这个特 

性。但是它不滿足对任 盘四度 力的分 iit 都成立的恒等式 f 撕= 0。 
为了滿足这个条件，我們必須加某一个輔助四度矢量 于上 画的式 
子，这个輔助四度欠设由四度速度、及其汙数組成。这个矢以: 
的三个空間分量在 V = 0 的極限情形下变为零 r 但不改变，为表示 
式^ 所决定的广的正确値。四度矢量阶就有这个特性， 

因而所求的輔助項奋的形式。 标黾 a 必須如此选擇，使輔助 
关系/洲= 0能被滿足。鲇果我們得到 


% i ? / d z u ; 


d 2 u } 
! ~ d ^ 


(9-105) 


按照运动方程，用作用丁粒子上的外电磁場的場張量直接表 
1> d ^/ d ^ 这个公式可以 W 成畀一形式。 


④ R 对千与 m ^/ he 間迓紱的堪+适川，是#瑚克常数。 
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^ ihUjr 7 


^ U 兩 + ^- F ih F kl u ：t 
ds 2 me 2 9 x t r m 2 c L 

在作代換时，我們必須記着,对指标 A * 反对称的張量 ❿/%与 
对称張 M 〃挪之积恒等 f 零。所以， 


2^ 

3 饥 c 3 Qx * 


S ^ F “ F _- ⑶- 1 ⑻ 


四度力 A 在电荷运动經过一給定埸的世界綫丄的积分应当 
与从电荷輻射的总四度冲量 APe 相合（有 相反的 符 y )，APi 巳为 
公式 （ 9-71 〕 所决定，这类似 T 在非相对論的情形中力 f 的功的平 
均値与偶極輻射强度相合 [:見 0-97) 式]。为 H£ 明实际上硝是如 
此，剷也不难。在 (hlOd 〕 式屮的前两項与在 (9-103) 式中的第一 

項 {% v ) 相吻合，而且在进行积分时都为零，因为在尤穷远 
处，粒子沒有加速度，卽^ = Q 。 第三項給出 




它恰怡与 (9-71) 式完全吻合。 

假如粒子的速度趋近于光速 F 超相对論”的情形），那么，在 
公式 （9-106) 的三項中，包含有四度速度分量的三重积的第三項 
增如得最快（我們提醍一下，四度速度的分量在分母中包含省 
1/1 一 V / M )。 因此，当 v/c 十分接近亍1时,我們可以写出 


(9-107) 

从空間分量得到阻尼力的表示式 

/,= -K〔A 二告) 2 + (9 _ 108) 

J 3 讯 2 # — W/c 2 ) , L u ^ 

在此处我們选定速度 V 的方向为 X 軸的方向，而只耍可能，我們就 


(9-108) 








使 w 等亍 C 。 由此可兄，对于一个超 ffl 对論的粒于，輻射阯尼与它 
的能量的平方成比例。 

我們来注意下面的重要情况。在前面 LL 經指山，我們所得到 
的輻財阻尼的表示式仅仅叮以应 用于比 小很多（在粒子是 
靜止的参考系統屮）的場。設 f 为横向（与运动方向亞直的） 
場的数級，这个場是对于参考系統 X 而言的，在这个参考系紡 
中，粒子运动的速度为在公式 (9-108) 中的場]。这时，在系統 
心中，場的数量級是 ^7 v i -^/^ Cia § 3-10 中的变換公式 X 
W 此 f 应当滿足条件 

—- - - —. (9-109) 

mk 4 |/ 1 一 — 

同时，阻尼力 （9-10 S ) 的数量級是 

专〜 d 2 

rn^rA I - ^ V 


而 且可以 看出，甚至当阻尼力/本身比电磁場十作用在粒了-上的 
通常的洛倫茲力大很多时 a > cn f 条件 o - io 9) 也叮以滿足〔对 
丁足够小的 a 此，对于一个超相对論的粒子， a 們可 
能有这种情形，在这种情形中，輻射阻尼 (&-10 S ) 是作用于其上的 
主要的力。 

在这种淸况下，粒子在每單位行程中所損失的动能 
可以認为等 f 仅仅娃一个阻尼力 /s; 注意到阻尼力与 
粒子的能 a 平方成比例，我們可以写山 




式中， go ) 是比例系数，这个系数与坐标 m 有关，幷且按照 
C 9-108) 式用場的橫向分量来表示。将这个微分方程积分，則得到 
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i J 「 

g ■ ■ = + I 分 (怎)^^ 15 ， 

Skus ^q %/ 

一 oo 

式中，办代表粒子的初能量（当^一〜时的能量)。就特例言 
之,粒子的終能量 C 在粒子經过場以后的能量〕，决定于公式 

ir = ~ k " S gCxyx ^ 

一 W 

由此可見，当 A—OC 肘，柊能量 ☆趋 近于一个常数極限，而 
与 A 无关 （ H . fe 犮南蕭克，1939〕。換句話說，在經过場以 O 粒子 
的能量不可能超过等式 

+ » 

\ g(^dx 

— 3 C 

所决定的能量 “ p ， 将的式代入，此等式可变为 

+〜 

^ 卜: 私 ） 2 + CA +%) 2 ]〜. (9- no ) 


習 題 

L 两个柑吸引的粒子作憜圓运动（运动的速度比光速小很.多），由于輻射而楨失 
/能里。求相互“壅苗”的时間。 

解：粒子在單位时阂內所損失的能 t 的平均値是（見§ G -4 的習贮.1、 

^ Vf , S \^\ M ^\ … 

~di ^- \^mj y 1 - 职巧 -> ⑴ 

(:我捫提醒一下，对于橢㈤运动，為<0,因此士別 / di > 0 h 我捫假歆一周所損失的能: fit 
是很小的，这样，我椚就叮以利用它的平均碴。粒子的冲觉矩随故量成少。布黾位时 
所楨失的冲量矩光公式 (F9 8 ) 所决定；将 d 的忐示式 （hKl) 代人，丼且诖总到 
^ = -\ e ^ t [ r / r * 和 M = v T 我們陡可求徘 

dM __ _2 \ e ± e t [ / e x _e£\ fr M 

dt 3o a \m T T a- 

我趵将 S 个式芊在 运动周 期內平均;的平均碴的汁览柒东 § S -4 的 EM 1 中求 r — 




与公 一9 


2 &i 


的平均谪一样。我捫难得黾位时問内冲呈短的捐央如下： 

dm ^_2\^\ c 2 M \ s\y v 

dt Sc B ^Z* \ m T tn t ) 

(象 Civ •样，我捫略去了平均的符兮乂用(幻来氓(1)，我捫得到嫌分方菘 


将上式积分，則得到 





M 3 \ 

MV 


+ 


<*〕 


⑻ 


积分常数是这样逸懌 私使# 当对=』好 0 时』=《 0 ,此处的 M fl 和心 是粒子的初冲贷 
矩和勒能童。 

粒子相互“降辟”与 M—o 相对应。从 a) "r 以看 m， 这时邊- ► — «。我捫掊出， 
l^ \ M & 趋近于》并[].从公式 co-3sv 可 以看出熇心率0,卽是说， 皱 r - 
互 tn 接近时 . 軌迠趋近千阅，将〔3〉代入㈡)，我捫就决定了表示力 a / 的函数的导数 
此后对財求积分 T 枳分瓯是 a / d 和 o T 就丑接得到“贺落”的时間 


in 


l M ^ 


a a 




771 , 


Mffii ^ v 2 Mr \ So ' 


2. 求粒+輕过磁偶榀子 m 的場之后的搔限 能最； 欠 tm 与运动方向是在同一 
个面心 

rn ： 我捫恶定經过矢 Jim 和运动方向的平面为 x 名平面，扯子在这个平面内沿着 
X 姑运动, m 与 x 軸桕距为心对于磁溫疱 子的 場的横向分量：見(心邱)式]，我捫右 


馬; 


s ( ui * r)^~m 


m 


s {30 cos ? 十 
( P a - h ^)^ 


-hit sin g^)p —(^*H-aj 2 )eofl?>, 


式巾， P 是 m 与 Z 軸問的夹角。以之代入 CEHL30)， 进行积分，我捫便很到 


m a 9 T / e * Y 41 

132 


30 

16 


siji * 95 + 




t 


3. 写出在扣对論情形中的阻尼力的己度表示式。 
U ： 計穿:四度矢 Khwe) 的卞間分蛩，我捫得到 


中 +i v O _ v ) H }+ 

■ (H-V)+ J E(V-E)} + 


2e* 


ym ? c J 




rV{(K + ^ V - H )^^( E . V )^ 
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§ 9 - 10 * 在超相对論情形下的輻射的尤 Si 分解 


以近乎光連的速度运动着的（超梠对論的情形)粒子的輻射的 
角分布冇-个特殊的持征，这个特征可以直 接从® 射强度的普 
遍公式 ( 9 - 75 ) 召出。在这个式子的备項中的分母內，出現 r ( i — 

一的高次幂。暇如 V 接近于 c [卽 （1 — V / 0 《 l ]， 那么，在 

Vtn = v (就是說 n 儿乎与V平行)的狹的角間隔內，强度有一个 
尖銳的極人値。 

因此，一今超栢对論的粒子的主要輻射方向是在它自己的运 
动方向1 

很秤易估計运动方向V附近的輻射显著地异于零的角間隔 
写出 

i _ Y^ n = 1 _ i — 讲， 

c c c 2 

我們就可以宥出，这个差在間隔 Al ? 〜內是小的 C 与1 - 
一 w / c 同数量級），或者等値辿説 

加〜 — ‘ (9-111) 


在求輻射的光譜分解时，角間隔的大小与粒子經过外电 
磁場时的偏轉角《的关系是重要的。 a 角可以計算如下。粒子冲 
a 的横向（与运动方向 tfi 垂时）变化，与同横向力 与經 过場的 
时問 t ^ a / v ^ a / c 的乘积同数量級（此处的 a 是使場显著地有別 
于零的距离 X 


这个量与冲量少 


ih 


〆 f 一 一 了9 〆 l ~ i )2 / c 2 


之比决定《角的 


①假如我捫选定 X 軸沿 着粒+ 的廷动方向，那么 7 是络倫茲力4 + 

^ eV / cxH ^ y 分 M 与 i 分屋的平方之和，在此，找 111 可以使 

F ^^ B v ^ H t y + { E z ^ H v y . 




1-10 在超相对論情形下的輻射的光譜分解 


大小的数 a 級（假定超相对論粒子的偏_角《的絕对値是很小 
的乂因此， 

eFa 、/ v 2 
me 2 ^ c” 

所的数最級是 

a eFa 

我們要生意这个事实，卽这个比値与粒子的速度无关，而完全为外 
場本身所决定。 

我們先叚設 


tFa^>mc 2 ( 9 - 11 * 2 ) 

就是說，粒子的总偏轉角比大很多。这时，我們就可 a 說，在一 
指定方向的幅射主要在与运动方向儿乎平行的那一邡分軌道上發 
尘(这一部分軌道与运动方向所成之角在間隔内〕，而这—部分 
軌道的弧長比 a 小很多。場，在这段弧內可以認为是不变的，又 
因为曲綫的一小段可以当作圓弧，所以我們可以引用在 §9-8 中 
所求出的关于勻速圓周运动时的輻射（以^代 iO 的結果。就特例 
芑之，我們可以說，幅射的主耍部分集中在 



(9-m) 


頻率間隔內[兒 ( 9 ~ 9 i ) 式]。 对于光 譜分解的更詳細的計算，可蒼 


考本朽朁題 1 。 


在相反的極限情形下， 


eFa <^ mc 2 t (9-114) 

粒子的总偏轉角比小很多。在这种情形下 ，所有 的輻肘主耍指 
向运动；7向附近的狹的角問隔△$，而幅射从整个軌道到达搖一給 
定点。在这种情形 K ， 为了求輻射的光譜分解，我們利用場在波区 
的李納特-魏四尔特公式⑶ -74), 幷 求它的 傅圼叶分量。为此，我 
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們必須积分&对 f 积分）是表示式0- 74 )是 f — 士的两数， 

C 

而 f — —-(此处的 r # - F ((0 =Vr M 粒予 


C C 


的矢徑)。因此，从对于 i 的积分很容易变为对于^的积分， M 須 
注意： 

,./ -_ n*v \ 


令 ¥) 


L 見 0-76) 式]和 


結果我們得到 








W«) x w (。} 


Ujt( 1 一 — 




(9-116) 

(略去 r 积分变 tty 上的一撇）。我們处处将速度 v 当作是不变的 
(:因 为粒子的偏轉在这种愦形下是很小 的）； R 仅加速度 W (£) 是变 
化的。 

輻射主 要集中的頰率間隔可以計算如下^〔9-115)式中的被 
积分函数的指数因于的周期与 




同数量級 3 假如这个周期与粒子的加速度 發生显普变化的 
时冏問隔 t 同数量級，这个积分将砬著地有別丁屏。显然 ， wm 
T ^ a / v ^ a/c (« 是使場显著地有別于零的距离）。因此/我們求得 


- 


(9-116) 


这个頻率与粒子能 i 的关系和在 (>-113) 中一样，似系数是不同 
的。 




§ hio 在超 扣 对翰情形下的輅射的光譜分 m 


对于积分 (9-115) 的更詳細地硏究，銷参看本 b 的習題2。 


習 題 

1. 求滿足条件 (3-11B) 的总幅射強度(沿一切方向） 的光譜 分布。 

斛： 从軌迠的每个孤元上麸出的輻射由公式 CkSS：) 来 决定， 公式中应当以在給定 
点的橫向力 P 代替 H， 此外，还应3从不速役的頦韦光譜变到速禳的類率光譜。达种 
过渡可以这样形式地来完成 t 卽用来乘,并作以 T 的 脊換： 

flW ⑴0 

热后,再将强度对全部时間积分,我捫便搭到总輻射的光譜分布:如 T: 

+ "0 GD 

dS^ = - 1 -^) X ^(«) + i J O00^w ~\dt, 

式中 , o <>) 是芡1&」括，而其独立变数是 


[切1-对 


被积分函数是积分变的隐函数，两者的关系是通过 u 而联系着的以及《沿着 
粒早的軌道变化，对千一給定的运动，这个变化可以故为与时間有关〕。 

2. 与上黽扣冏，徂辟足条件 ( W 114): 

解： 辻证 到与运动方向成小角6的椹射起着主要的作用，我們可写出 


J -：— 1 =1- ^ t ^ os ^- l - 


:+㈣ 


1-^6 


引入向鼉 9^ n - V / v (9 的筢对値为60,我們将 (0-116) 式改写（推确到更离次項）如 

+ « T *^( I _ t，a _J_flJ \ 

X J c 2\ ^ 々 CW •州 —1(1 — g +々*) W ) 私 

f 

成者，引人符号/==(卜二+户)， 

E " = ^ W ^) s i CWu, 

式中，是加速度的#里叶分最。我捫将此式代入公式 CM ), dgn ,^ = 
^eMfi ] E -. s do ( i^， 并对所存方向栢分， C 写 f 結果，我們 

求得总輻射的光譜分酊如下」 
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• = 2 :心 1 J 〜^[卜:卜::卜说 1- ::)"]‘、 

§9-11, 被自由电荷的散射 

假如电磁波落在一个电荷体系上，那么，电荷在电磁波的作用 
下运动。这种运动又發生向所有方向的輻射；通常就說，發生原波 
的散射。 

这种散射用散射体系在一給定方向在單位时間內所射出的能 
麗勻落在輻射体系上的能量 Mi 密度之比来描述特怔，最为便利。 
这个比値的鼍綱显然是面积，因而称为“有效散射截面”。 

設 dl 为这个体系每秒輻射到立体角 h 內的能董，而輻射是 
由 fas 为坡印廷矢量的入射波所引起的。这时，散射（到立体角 

do 内的）有效截靣等于 _ 

dl 

dcr = ^g (9-117) 

C 在符^上的一横表示对时間的求平均)。对所有方向的积分 
a 是总有效散射截面。 

我們考虑一个靜 It 的自由电荷所产生的散射。 讓一平 面單色 

餞性極化波射在这个电荷上。它的电場可以写成 

E = E 0 cos (k*F —ci>( + 3t), 

我們暇設电荷在入射波影响下所得到的連度比光速小很多 
(一 般情形确是 如此乂 这时我們可以認为怍用于电荷上的力是 
d ， 而由磁場所产生之力可以略去。在这种情形下，我們 

C> 

也可以略去电荷在場影响下的振动的 fe 移。版如电荷在坐标原点 
附近抿动，那么，我們可以睱設怍用在电荷上的場在一切时間都和 

在原点的場一样，就是說， 

E = E 0 (!t>3 — a) t 




9-11 衩自由的电莳散射 


旣然电荷的运动方程是 

eE , 

而它的偶極矩那么， 

— E + (9-11 S ) 

m 

为了計算散射的幅射，我 們可 以用惘極輻射的公式 (941)( 这 
是允許的，因为电荷在入射波影响下所得到的速度比光速小很 
多九我們也应当注意，电荷所輻射的 C 卽电荷所散射的）敁的頻率 
显然与入射波的頻率相等。 

得 (9-11 S ) 代人我們便得到 

dl = — — f E x 
4rrm 2 c 3 

男一方囟，人肘波的坡印廷 矢簠是 

8=丄砂. 

4 ir 


由此我們可得到散射到立体角心內的有效截面 




sin* 0 do, 


(9-119) 


式中，0是散射方向（矢2 n) 和入射波的电場 E 所夹之角。我們 
看出，一个自由电荷的有效散射截面与頰率无关。 

現在我們来求总有效截面 c 。 为此，我們 U 用球坐标，其原点 
选在4荷所在之点，而使極軸沿着 E 的方向。因此 

do = sin 0 dO d 炉 ; 

将此式代人，再对沒 M 0到 v 积分，对史从0到加积分，我們求 
得 

- . _。) 
最后，我們求在人射波沒有極化(卽普通光）的情形下的有效 
截面。为此，我們必須将 （9-119) 对矢量 E 的所有的方向求平均 
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馗， E 是在垂直于入射 陂傳潘 方向的平面內（就是在垂®于波欠砍 
&的平回內〕。我們」1用一个坐标系統，其2軸沿 #fc， 而；:軸則 
沿苕 E 。 这时，方向 D 和 E 所夹之角0的佘弦，卽取位.矢 Kn 在 
Z 軸上的投影，等于 p ,此处的必和 P 是極角和方向 
n 的方角。对于 E ( E 在与 k 垂直的平面内）的所有方向求平均 
値，就等于对方位 ftp 求平均値。我們有 

in 印= 1 一性 U 土 0 ， 

2 2 

代入 (9-119), 我們陡求得一个未極化的波被自由电荷散射的有效 
截面 

= 〔 1+ eos 2 .办〕忒<>， （9-121) 

式中 d 是入射波的方向与散射波的方向所夹之角。 

散射的#在引起，例如，作用于散射粒子上的力的出現。这町 
以从下面的考^来趾实。平均說来，住單位时間內，射在粒子上的 
波拐失能 M 此处的 ㊉是平 均能量密度，而 a 則是总有效散 
射截面。旣然場的冲量等 T- 它的能以:除以光述，所以入射 fe 拫尖 
的冲量的絕对値就等于 w < r 0 另一方面，假如有一个参考系統，电 
荷在其中在力 m 影响下仅怍微振动，而且振动的速度 r 也小，那 
么，在这个参考系統中，散射敁屮的总 冲垃通 量等于（准确到V。 
的高攻項）零（在 §0-7 中已經証明了，在 U = 0 的参考系統中粒 
子不輻射冲量)。所以人射波所損央的冲量完全被散射粒子所"吸 
收”了。作用于粒子的平均力 t 加划就等于眾位肘間內所吸收的 
平均冲量，卽 

t = aWn QM (9-122) 

O 0 是單位矢量，其方向与入財波傳播的方向相同)。我們注意 
到，“平均”力相对 f 入射波之場内是一級屋，而“瞬时”力 C 这个力 
的主要部分是 eE ) 相对于入射波之場 屋一鈒 超:。 
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^5 9-11 被 FI 由电的荷散射 

公式 （9-122) 也可以 R 接由求阻尼力（9-101〕的平均随得之「 
第一項（与 E 成比例）住求平均値时化为零 n 从第二項得到 


Hm s C 4 


：^ s n , 


Stt / e s V ^ 
I . . I — 

3 \mc 2 / 4?r 


由于： ：9-120), 这个式子与〔9-1烈)相吻合 , 


瞀 II 


1. ―个冊園梅化迚被一个自由电荷散射，求其有效软面 a 
斛：波的場有如下形式： 

E 二 A COS(tiJ 十 ti) +B n(tu^ + tx), 

式中， A 和 B 是两个相互垂直的矢見与正文中推导和似，我捫可求得 


riff 


m 2 


: A 






a r ■个 钱性搔化改融一个祚彈性力影响 下佧 嵌振动的电倚(银子)敢射。丰有效 
锒阆。 

解： 入射波 E = E 0 roa(d + a ) 内，屯荷的运动方耝是 


m 


E 0 cos(o>/H-a) s 


式中， m 是电荷的白由报动的頻卑。对 f 强迫振动， iii 此 W 得 


&Eq WS(o^+o) 


由此計第泔 d ， 我 I 門便悸到 


dff \ 


.(jL.Y 

\ mc 9 / 




& do f 


(没是 E 与 II 所夹 之角夂 

3. 水悔化的光被自由电荷散射 t 末退枵化的程曳（見 §&々）□ 

m 从对称性的考虑出發，显然可見 ，构 收散射光的 两个分虽 是平面極化的，一个 
分说屉在經过人射光铥与散射光的平面內，叉外一个分是邾这个平面垂直〜我捫选定 
: r 軸在这 个个面内:因此，对于第一个搔化光，我們求得芯=常数■馬*邮分；对于笫 
二个 ; 我捫求得常数将其平方，求其 平均値 ，冉取其比值，我捫得到（因为对 
于泫衣搔化的光有 M = E,)t * 

^)=0-OL* 0, 

C & 是人财光的方向和散射光的力向所夹之角〕。 

4 . 求孩运动者的屯荷所散射出来的光的類丰 a 
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解：在一个坐标系跣中，假如电荷在 其中是 的，光的頻率钗过散射后就不改 
这个关系可以与成 一+ 不变式的形式如 下： 


k ^ ui ^ k ^ u ^ 

式中是屯荷的四度速度。从此不难求出 


0?^1^ - 003 ^ w(I — ), 


式巾，0和 f 是入射政和散射波与运动方向所央之角0是电荷的速度欠 

5,―个钱忭極化皎孩一个沿波傅拫方向运动的(速度为 幻电 荷肽射，求散射的角 
度分布。 


解：散射的強度由 C 9-76) 来决也在其中 T 粒子的加速度 W 必沿 用人射 波的場 E 
和 H 來表示 (: 按照§ 3-2的習組中所搆的各公式） 。 在这样作时，必 湞記着 V 是垂也于 
E 和 Hrtl 用入射波的坡印廷矢贷除强度我們桦到有效散射钱面如 下： 


d<y 




: ： x-^y 


1 — - Sin $ cos ? 


『(1 —~ 如 4 oos 9 ^ B J, 


式中，和 P 是方向 n 的搔角和方位角，这是对这样一个坐标系統而言的，在 .R: 中,；? 
軸沿着 E 的方向， A： 击由 沿着 V 的方向 [cos〔n, E) = poafl；cos(Ti, ^ pos ^ p] a 

6 -求屯荷在袪它散射的谀作用于它的平均力的龄响 _K 的运动。 


觫 力 CP 1 22 ) 是沿着入射波的傅播方向 (X 軸），因此 ，我 捫所考虑的运动的述度 
也是沿者这个方向，我捫选擇一个輔助參考系铳瓦 0 ,在这个杲統中，粒子是鮮止的〔我 
B 要 仲意， 我捫所时詮的运动是对子一个礅提动的周期平均了的运动\从 （9-122) 知 
道>作用于电荷上的力是而在这个力的惟用下，电荷所获得的加述度是 

n ^=— W 0l 

m 

(校标 o 是对 f 参考系統尺。而莒的）。 加速度 w 和波在原#考系統月:中（在达个系狭 
中， [ U 荷以速埯，运劫者 ） 和能翁密度妒与、和评。的失系已为§ 1-7 节絮縝的公 
武和公式（6-抑)所央定 s 施行这个变換，我 W 氺樽 



将此方程枳分，求# 



这就央定 r 作为时問的[备如数的这堍，，=如;仆:积分黹数是送样.选擇的，当时, 

V 二0)。 


1-11 被启山电荷的散射 


7. —个电荷在屯嗞塢中运动，这个場为沿-•切可能向涔播的波的迮加，而庳潘友 
向的分4足各向闷性的 D 求怍用于屯荷丄的 f 均力。 

解：我們将电荷的运动方程写成 P : 度形式 


为 f 决定四度矢 It /<,我們注意,在电荷 T 指定瞬間是靜 ih 的#考系統中，在一个單独 
的波(波沿一定的方向，例如 x 軸，傳播）釤响下，运动方 m 是(化三(0 


c 处处我們部略； fe 肀均符号)。这訧是訧，矢童 的* 分鼠必須化为匕四度矢 i ： 

i. • 

一 f 有这个性質，式中的是浊的能童-冲垦張置，而則是电荷的四度速 

度.此外，/<必蒗滿足 / pi =0 的条件。将形如的四度矢量; bn 到上面的式子上， 
钛町以迖到 H 阶砒 处的*是一个标 lb 用适当的方法决泣饤此較公式我 
捫驵得到 

m = ~ - 0 ( T ^ U ^+ U i u t 7 ^/> U ) 

在一个备向问住的輻射的电进場中，由于对称性，坡印廷矢量为苹，而应力張最 
^ aa 应当有常数的形式。 再注 总到我們可求出的分童 

T 44 =— W t 


将此式代入 U )， 我捫就可求出作用于电荷上的力： 


OtVy 


/卜 : r w 


这个力的作用方向与屯荷运动的方向扣反；亦卽电府^到 r 阻尼。我捫耍注总.当 
时，驵尼力与电荷的 iyi 茂成比俐：二一^ 


--- — —— dt 3c - 

8. —个较性梅化波被一个扳子散射，求有效散射钱面 ( 考 虑幅射 祖尼 ）< 

解：我捫写出屯荷在人射波內的运动力 租如 卜、 


r + t^rt - E U i 


^ ■? 


在阻尼力中，我阴玎以迈似地代入 


%这肘我捫得翮 


^+7?+出 r ; -- 1 


式中，- 


,^0由此#钊 
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有效蛀面 
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§ 9-12. 低頻率波的散射 

电荷体系对电磁敁的散射与一个靜止电荷对电磁波的散射之 
間的区別首先在于这个事实，卽由亍电荷在体系内具有本怔运 
动，散射波的頻率可能与人射波的頻率不同:就是說，在散射波的 
光譜分解中，除了人射波的頻率外，还可能山税形如 oV =^ + 

+之 5 的頻丰，（式中，一体系中粒子的多周期运动的基 

I 

本頰率，而則是任意 整数； 見第 138頁的脚注)。改变頰率 
的散射称为不相参散射（或称組合散射），它和不改变頰率的相参 
散射不同。 

假設人射波的場是弱的，則我們可以将电流密度写成 >J 0 + 
+几此处的1是沒有外場时的电流密度，而 J 則是在人射波作 
用下的电流变化。与之相应 r 体系的場的矢势〔以及其他的也 
有 A=& 七 A /的 形式，此处的 < 和 Y 由电流 j 0 和 J 决定。显 
然， A f 描述这个电荷体系所散射的波。 

現在譲我 H 来考虑一个波的散射，这个波的頻率^比电荷体 
系所有的固有頻率都小很多。这个散射将包含不相参部分和相参 
部分，但是我們在此将只考虑相参: 散射。 为了計猝設射的場，在 
頻率⑴十分低的情况下，我們总可以用推迟势的展开式，这个展开 
式巳經在 Sy _ 2 和自卜 5 中介紹过 f , 卽使体系內粒子的速度比起 
光速来幷不箅小，这也娃可以的。事实上，要使択分 



的那个展开式成立，仅仅只須要时間 v . n / e ^ afc 比电流分布有显 
著改变的时間問隔 l / u 小很多；对于足够 E 的颊净 X ~ V )， 不 




- IS 点頻 杏政的散射 


管体系內粒子的速度怎样，这个条件都可以滿足。 

从展幵式的第一項得 

- -i {d' x n+(；in r x n) x n} ? 

式中 &， m l 分別是休系的惘楠矩和磁矩的一部分，这郎分是由落 
在体系上的輻射所产生的：展开式的以后各項包含比二阶更高的 
W 間导数，我們将它們略 

散射波的場的光譜分舺的分量 H 乂其頓率与人射波的頰率相 
等）为这个同一公式所决定，但公式中应将所有的量代以它們的傅 
里叶分二 一山叱. m ：= —① m :。 这柞，我們得到 

= + n Til ： x n)}. ( 9 - 123 ) 

C^flQ " 

場的展开式的更后面的項給出与小頻率的較卨次幂成比例的量。 
假如体系巾所 有粒孓 的速度都很小那么， ft (9 _ 123 ) 式中 
第二項与第一項比較起米就可以略去了，囚为磁矩 m 含 vs 这 

时， 

H；- 1 o > 2 nxd ^ (9-124) 

假如体系的总电荷为零，那么，当〜30时，七和 m :趋近 f 
常数極限(假如总电荷不为萆，邶么，当时，就是說在恒定場 
中，这个体系开始作整体运动X 因此，对十低頻率我們 
可以認为 di 和 m: 与 频率无 又。，此叮兒，散射波的場与頰率的 
平方成比 例:.因此場 的强度 与―成 比例。所以，当低頻率波被散 
射时，相参散射的有效截面与入射波頻率的四次幂成比例③。 

i 9-13. 高頻率波的散射 

我們米硏究波被电荷体‘系的散射，假如波的頻率山比体系的 

I 

①这也适川十光被离 F 的散射，七适州户光被不带电的原>的挝射 。 因为核 f 
如質黾绞太，山离 -f 作为帶休的运动 rrnt 生的散射町以咯去不計 f 
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基本固有頰半大很多 c 后者的数量級为叫〜 "a, 所 a ^应当滿 
足条件 

叫〜去， (9-125) 

此外，我們暇設体系屮电荷的連度很小 

按照条件〔9-125),体系中电苘的运动周期比波的周期火很 
多。因此，在一个与波的周則同数量級的时間間隔內，体系中电荷 
的运动吁以看作是均勻的。这就是說，在硏究短波的散射时，我們 
无須考虑体系的电尙彼此之間的相互作用，卽我 H 可以将电荷認 
为足自由的。 

因此，在計算电荷在入射玟的場內所得到的V'时，我們可0 
将体系中每个电荷分开来考慮，幷把电荷的运动方程洱为 

m d Y ^ eE = e ^ e - i ^ t ~ k ^ r \ 


式中，1=+^是入射波的波矢量。电荷的矢徑当然是时間的 

函数。在这个方程农边指数因子的指数中，第一項的时間变化率 
比第二項大很多（第一項的时間变化串为叫而第二項的数量鉍是 
b 所以，在积分运动方程时，我們可以将 r 那部分当 
作常数。因此， 


—- A E 

icom 


(9-126) 


对于散射波的矢势(在与体系相跆甚远之处），按照一般公式 
0-2〕，我們有 


= 


或I 



dv 


c'B 0 


2 — 

Q C 


式中，求和应龄对体系中所有的屯 Aj 迎行； l 足散射方向的單位 
矢量。将0-1沈)代入，我們便求得_ 


A '=- 


icS 0 {jjt 




(9-127) 




SJ-1^ 高頬率波的散射 


ii 67 


式中 ， q = ^-^ a 是入射波的波矢 M 吣和散則波的波矢量^ = 

« 之差(严格地說，波矢量^ 此处的 W 是散射波的 

c c 

頻率，它可能与 U 不冋，然而在散射中，頻半的改变与叫同数量 
級，就是説，在我們所4 虑的情 形下，这个改变比 W 本身小很多, 
因此 h 的改变可以略去)。在 0-127) 式中的和应当取在 f = 
-札 / c 瞬間时的値（为簡單起見，如平常一样，略去 P 上的指 
标 O ; 由于粒子連度很小的假設， r 在肘間內的变化也可 
以略去。 

对 丁散射 波的場 H'， 我們按照（9-3〕求得 

卜公-十苧)2兰，.〔 ㈣ 〕 

射入 n s 方向立体角元內的能 ft 通量是 

誓啊 = 士(〜 x 叫冗叫 2 ， 

用入射波的能 M 通量除上式，幷用0代表入射波的場 E 与 
散射方向的夹角，最后我們得到有效散 射截面如下： 

d<T - |2^^ q . r 「 shi20 而. o 刪 

式中的一橫表示对时間的平均値，亦卽对体系中电荷的运动的平 
均値；因为散射是在一个时間間隔內覌察的，这个时間間隔比体系 
中4荷的运动周期大很多，所 a 有时間的平均値。 

对于入射輻射的陂長，从条件 (9-125) 得到不等式 
至于 A 和 a 的相对値，那么两种極限情形和都是可能 
的。在这两种情形下，普遍公式〔9-129)簡化很多。 

在 y ^>( t 的情形下，在 (9-129) 式中，岡为？〜 a / 人，而 r 
与《同数量鈒。与此桁应，我們 ffl 1代替从而得到 

^^(2 w / Sin2j9 ^ 4 〔9-130) 
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就特例言之，当波被一个有 Z 个电子的原子散射时， 

da - { ^- Y ? ivn ^ 0 do , (9 - 131) 

V^mc 2 / 

就是說，散射与原子序数的平方成比例 C 在 (9-130) 的和中，与原子 
核相应的項可以略去，因为核的 質量比 电子的質最大 m 多）。 

現在轉到的愦形。在（ 9 - 129 )屮的和的平方中，除了每 
項的模的平方卜 3 /_” 2 以外，还有如下形式的乘积： 

^ _ H_ e iqKr_FO . 

me 2 m/c 2 * 


在对电荷的运动求平均値时，亦卽在对它們在体系中的相互 
位置求平均値时 ， r — 〆 可取与 u 同数量級的一个間隔內的一切 

値。旣然9〜 i /弋 那么，指数因子是一个在这个間 
隔內振动得很快的函数，而它的平均値就化为零。因此，当人 
时，有效散射截面 




sin 2 6 do 


就特例言之，当被原子散射时，&这种倩形下，我們有 


do " = f Zi 




9 do . 


0-132〕 


(9-133) 


就是說，散射与原子序数的一次方成比例。我們注意到，公式 
0-132) 和（ 9 _13 3 )对于小的散射角 （ 与： V a N 数蜇級）不能应用， 
因为在这种情形下，9巳經不再是大的量了，因而指数不比1 
大很多。 


为 T 求出相参散射的有效截面，我們必須将散射波的場的頻 
率为⑴ 的那一部分分开来。場的表示式 （9-128) 通过因子广― 
与时間發生关系，而且也通过$ ^-^ q，PC0 与时間發生关系。后 
固这个关系使得在散射波的場內，除了頻率⑴以外,还含有別的頻 
率 （ 虽然与0>很接近乂假如我們将^ 对时間求平均姐, 

TH 


备 9-13 访耜率波的散射 




(卽对电荷的运动求个均值），那么，缻然我們可以得到頻率为 w 的 
那部分場(:就是仅逋过闪 f 与时間發尘关系的那一部分 

場：$此相应，相参散射有效截阎^^@与总截面的不同之 
处就在 r 前者包含和的平均 m 的榄的平方 

^ rn = \ 2 4 ^ % ^ n .^0 do ^ (9-1 M ) 

而后莕則包含和的模的平方的平均値， 

& ^ 的情形下，我們冉次爪1来代替于是 


〜 f (2 ‘) 、 ㈣ 如 


(9- L ?5、 


将此式与总有效截商( 9 , 130) 式相比較，我們看出如触=如，就是 
設，所旮的散財都是相参的。 

殿如？^^1_，那么，当我們求中均馗时，在( 9 -134〕中所有和的 
項（是迅速振动的时問函数:邠消失了，从而如财= 0。因此，在这 
神惝形下/散壯完全是非相参的。 



第 + 章引力場中的粒子 

§10-1. 非相对输力学中的引力埸 

除了电磁場以外，自然界中还存在另一种場，卽所謂重力場或 
引力場。这种場具有以下的基本特性：所有的物体，不管質量或 
所带电荷的火小，只要有相同的起始条件，它們在場中就将以相同 
的方式运动。例如，对于在地球引力場中的所有物体自由降落的 
規律都是一样的，卽不管它們的質量如何，都获得同一的加速度。 

引力場的这个特性使我們有可能建立两种运动的重要的类似 
性，一种运动是一个物体在引力場中的运动;另一沖运动是一个物 
体不在任何外場中的运动，但这是从一个非憤性参考系統的覌点 
来看的。实际上，在一个慣性参考系統中 ，所 有物体的自由运动都 
是勻速直綫运动;假如在开始时，它們的速度是一样的，那么尤論 
在任何时候都将保持一样。因此，很显然，假如我們考虑在一給定 
的非慣性系統中的自由运动，那么，相对 于这个 系統， 所有 的物体 
都以同样的方式运动。 — 

因此，在一个非慣性系統中的运动特性与在一个有引力場存 
在的惯性系統中的运动特性一样;換句話說，非慣性系統 与1 某一引 
力場等价。这种情况称 为等价 原理。 

我們来研究，例如，在作勻加連运动的参考系統中的运动。假 
如一个任意質 m 的物体在这样的参考系絲中怍自由运动, m 显然， 
这个物体对于这个系铳就有一个同样的不变的加速度，这个加速 
度与系統本身的加連度大小相等，方向相反。这也可以应用到在 

( 270 ) 



_ _§ 10-1 办帏对論力苧中的宇 力染 济1 

均勻恒定引力場，例如地球的引力場中的运动(在不大的区域内， 
地球的引力場可以当作是均匂的）。 H 此.一个作勻加速运动的参 
考系統与一个不变的、均勻的外場等价。吏一般的情形是作变速 
庹綫运动的参考系統，显然，这种系統与一个均勻的但是是变化着 
的引力場等价。 

然而必須着重指出， 匀非 惯件参考系統等价的場实际上幷不 
完全与在慣性系統中存在的“实在”的引力場一样。例如，它們在无 
穷远处的性質就有十分電要的差別。在与产生場的物体相距为无 
穷远处，"实在”的引力場总是趋近 于零； 与此相反，与非憤性参考 
系統等价的場在无穷远处却尤限制地增大，或苕，无論如何，总倮 
持为有 限値。 例如，在旋轉的荼考系統中出現的离心力，当我們从 
旋轉軸移开时，无限制地 增大; 一个与作勻加速直綫运动的参考系 
統等价的場在空間各处都是一样的，而且在无穷远处也一样、 

只要我們从弗憒性系統过渡到慣性系統，与非憒性系統等价 
的場就梢失了。和这相反，尤論选擇那一种参考系統 r 实在”的引 
力場(在一个慣性参考系統內也存在)总是无法消除的。这可以从 
上面所講的关于“实在”的 U 力場和与非慣性系統等价的場在无穷 
远处的情况的差別直接看出，旣然后者在无穷远处不趋近于零，那 
么，无論怎样选擇参考 系統广 实在”的場也不可能消除，因为它在 
无夯远处变为零。 

用适当选擇参考系統的方法，唯一可以做到的只是 m 除在空 
間的某〜給定区域內的引力場，而且这个 g 域必須如此之小，使其 
中的場可以当作是均勻的。要作到这点，可选擇一个作加速运动 
的系統，这个加速度就等于粒子放在我們正在考虑的場的区域內 
所得到的加速度。 

粒子在引力場中的运动，在非相对論力学中为拉格朗日函数 
所决定，这个函数在慣性参考系統中的表示式是 





272 芏引力 處屮的拉 f _ 

一 mo . ClO - 1 ) 

2 . 

式中， P 是描述場的特性的坐标和时間的某一函数，称为 U 力 
势®。与此相应，粒子的运动方程娃 

兮； 一 grad ( 10 - 2 ) 

这个方程不包含質量，也不包含任何其他描述粒于特怔的常数，它 
就是在本节开始时所討論的引力場的基本特性的数学表示。 


§10-2,相对論力学中的引力場 

在上节中所指出的引力場的基木特性，卽所有物体在場屮作 
同样的运动，在相对論力学中也还是有效的。所以 HI 力場和非慣 
性参考系統的类似性仍然#在。 N 此， 作硏 究相对論力学中引力 
場的特性时，我們 自然也 从这个类似性出發。 

在慣性参考系統中，用笛卡 E 坐标，問隔 ☆为 

ds^ = c 2 dt 之一 dx^ — dy^ — df 

所决定。在变換到任何另一个愼性参考系铳时（就是設在作洛倫 
茲变換时），我們知道，間隔保持同样的形式_^然而，服如我 ( H 变換 
到非憒性系統将不再是四个坐标的微分的平方和丫。 

例如，当我們变換到匀速旋轉的坐标系統时， 

®= x l cos Xi/ ― y f sin D/ ? ^ sin Hi -(- y f oos {lt f 

是琛轉的角速度，其方向沿着 Z 軸），那么，間隔就有下 ® 的形 
式： 

dp = [ C £ — + y ^ y \ dr -~ dx r ^~ dy ^- 

—dz r2 dx 1 dt — 2ilx f dy T dt, 

①以后我捫不擀用电磁势％因此用问一个符号？来代真引力势■石会引起誤 


斛。 
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不管时間坐标变換的規律怎样，这个式子不可能仍以四个坐标的 
微分的平方和来表示。 

因此，在非慣性参4系統中，間隔的平方是坐标微分的一般形 
式的二次齐式，也就是説，它有以下的 形式： 

— ds^r^ g ih dxi ( 10 - 3 } 

式中， H 是坐标的某些函数，就是說它是空間坐标而 . 如和时 
間坐标％的函数。因此，假如我們应用非慣性系統，四度坐标 
浓 0 ,巧，叫，叫 将是曲綫坐标。 

决定毎一个曲綫坐标系統屮的所有儿何特性的量确定所 
謂空問〜时間度規。 

旣然心 2 尤論如何已經不是平方和了，用虛的时間 坐标％ 二 
就失去了意义，所以我們用叫(或…宋代表实的时間坐标 
显然，总可以認为^这蜱量对指标〖和来說是对称的（卽 
gn ^ ghC ' f 因为它們是由对称式（ 10-3 〕所决定的，此处的 fiFiit 和 
足作为同一个租.的因子出現的。在一■般情形下，一共 
有十个不同的量四个有相同的指标和4 X 3/2-6 个有不同 
的指标。在一个慣性参考系統屮，当我們用笛 > 兒空間伞标 
和时間坐标 a ? o = c ( 时，各量是 
9 ii = U ^=9 z ^= I , £Foo= — 1；当 时，3。= 0, (10-4 〕 

具有这些 ffu 値的（四度）坐标称为伽利略坐标。 

, 在上一节中已經証明了一个非惯 性参考 系統与某一引力場等 
价。曳在我們看出，在相对論力学中，这些引力場为各量所决 
定。 

这同样可以应用到“实在”的場也有同样的情况。任何引力場 
恰恰就是空間-时間度規的一个改变，商这个改变是由各量所 

③与此相应，以后，凡屯复的拉 T 字相标郴意味着是从0到3的求和，而■复的 
希腊字抬标就总咏着是从1刭3求和 c 
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决 定的： 这个重要事实說明，空間〜时間的儿何性質（它的度規)是 
由物理現鉍所决定的，而不是空間和时間的冏有性質。 

建立在相对論基础上的引力場理論称为广义相对論。它是由 
爱因斯圯提出来的（最后在1幻6年建立），幷且在税有的物理理論 
中，它或許 是最美 丽的。突出的地方是爱因斯坦用純推导的方法 
就迚亡/这个理論， 只有以 后才被天文覌測所証实。 

在非梠对論力学中 r 在“实在”的引力場和与非慣性参考系統 
;价的場之間有一个根本的差別。当变換到慣性参考系統时，.二 
次齐式 （10-3) 中的各量，可 a 利用簡單的坐标变換从它們的 
伽利赂侦得到。按照这个道理，在慣性参考系統中 ，£ M 有一个非常 
特殊的形式，在整个空間中可利用坐标变換他为它們的伽利略値 
( W - 4 ) 「这个形式所以是弗常特殊，趟因为在一般倩况下仅仅只用 
四个坐标的变換就要使的十个量化为預定的形式是不可能的^ 

JIJ 任何來标变換都不能消除“实在”的引 力場; 換句話說，在引 
力場存在时，空間〜时間是这样的，不可能用任何坐标变換使决定 
它的度規的 fi 在整个空間都化为它們的伽利略値 c 将这样的 
空間〜时問称为非欧基里得的空間-时間或弯曲的空問〜时問，以 
区別 t 欧基里 得的或平坦的空間- 时間； 在平坦的空間〜时問中， 
一從 总可以化为四个微分的平方和。在弈欧氏空間中，欧氏几何 
的普通定律是不成立的 

在非欧氏空間中，用坐标变換所能做到的是将各量在空 
间-时間的一給定无限小的“体积”元內化为 ( 10 〜 4 〕 式的値(也就是 


® 严辂地講，栗欧氏几何的定律成立，心 2 就必須是可以 化为坐 标擻分的平方 
和，芄間，在实在的欧氏空間-时間内，中三个空間坐标的嵌分的平方都有相同 
的符号，而平方如〗則有相反的符马;_假如 a 罔不引入虚坐标的餌)。用二次式扣 & 一 
定义的四度 几何有 时除为伪欧墓电得几何 ■, 但是 + 我們在此抨不引 
用这个名 詞（ 必須相出饵欧堪黾得空問-时間巾 t 耗空間几何，卽三度几何，仍然是 
耗欧氏的\. # 
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消除 u 力場 ）， 而在空間-时間的其佘部分 ( m 仍然保留为非伽利 
略値。实陈上，在一个无限小的区域内，似 可以当作是常数，而每 
一个以常数为系数的二次齐式都可以化为平方和的形式。我們把 
这样的坐标系統称为对于一給定点的伽利略坐标系統。 

我們注意到在一給定点化为对角形式之后，在❼] t 各量中脊 
一个负的主値和三个正的生値。由此可以断定，由各量所构成 
的行列式 P 在实在的空間〜討間中总是負的。 

e 到現在为止，我們只时論了空間和时間坐标，而沒有考虑如 
何选这些坐标的問題。关于这个問題， 广 义相对論中坐标系統 
的覌念， S 狹义 相对論中的不同。在狹义相对論中，我們用彼此之 
間有固定距离（卽彼此相对靜止）的物 (4： 的集合作为坐标 系統； 而 
在广义相对論中，这是不可能的。实际上，任何引力場的出現，正 
如我們已經知道的，就盘昧着空問〜时間度規的改变，从而，特別是 
空間本身的度規若与时問有关，則也要改变，这就使得組成住何系 
統的物体不可能是彼此相对靜止的①。 M 然，由此可見，在任何物 
体系統中，物 7 本之間的相互位置不能認为是不变的。 

因此，在广义相对論中，物体彼此相对靜止的覌念失去了意 
义，此外，物体运动的一定的相对速度也失去了意义。 

按照这个道理，为了正确地定出物俅在有引力場存在的空間 
中 的陡置 ，严格地說，就必須有一个由无穷多物体組成的系統，这 
些物体充滿整个空間。这样的一个物体系統，加上与每+物体相 
朕系着的一个鐘(这些鐘可以任意地記录时間），就构成了广义相 
对論屮的参考系統， 


④这祥的变杉之所以不可遵免从 T 面的例子就可以刖显地看出来 3 在弗欧氏 • 

空間屮，圓周与牛徑的比値不是 而乩 “般地說，是随着时简变化的。因此，假如® 
的物休的半徑不变，那么，固阓也会發生变化，反之亦然。 
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第卞窣引力場中的粒子 


§ 10-3. 曲綫坐标 


我們巳經看到在硏究引力場时用曲綫坐标来考虑問題的必荽 
性。内此 T 就必須發展任意曲綫坐标屮的四度儿何。从 §10-3 到 
§ 10-7, 我們将專門討論这一問題。 

禳我們硏究从一个坐标系統到另一个坐标系铳 
方 /0 , 的变換： 

1 h = /<〔 〆 0 , a ' 1 ， 出’ 3 )， 

式中，广是某些函数 ( ：在变換坐标时，坐标的微分按照 r 商的关 
系式变換： 

dx ^ ■二也、 (10-5) 


如果 tf : 何四个量 0. 1，2, 3) 的集合，住坐标变換时象坐 
标的微分一样地变渙，那么，这四个量的集合称为四度逆变矢4。 


因此，在坐标变換时， 


A 


9^ 


A r 


(10-6) 


我們将用右上角的指标表示逆变矢量的分 量&。 

設 P 是某一标量。在坐标变換时，四个量抑按照公式 


_ d<p 5 a? ，Sr 
dx iif So ' 


(10-7) 


变換，这个公式与公式 〔 ia ^〕 不同。如果四个量的集合山在坐标 
变換时象一个标量的导数一样变換，那么，这四个量的集合称为四 
度协变矢量。因此，在坐标变換时， 



9^ 


A 


Cio - s ) 


①坐标/的菝分本貞构成一个逆变矢 S , 我捫庄此和以垆都将指标写在坐标 
字母:的右上角，只有当把指标写在右上角盛到不方便时 ，才 将它写 fc 存下角[例如我 IP ) 
iTej ^ x 0 o 






§ io - a 曲找來 标 
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我們用右下角的指标表示防变矢欤的分量。 

在笛卡兒坐标系統中， tr 变矢以 与逆变矢量沒冇区別变 
換規律 （10-6) 和 U04) 在这个情形下是一样的 

因为在曲綫坐标屮出现了两种不冋形式的欠量，所以与之相 
应就有三种不同形式的二阶張量 c 象两个逆变矢量的分适的乘积 


一样变換，也就是按照規律 


(10-9) 


变換的十六个黾的集合称为二阶逆变張量I"。同理，我 fH 定义按 
下式变換的十六个量的集合为协变張量： 

⑽ （ KH 10) 


同 M， 又定义按下式变拽的十六个敁的集合为混合 張量: 



9^ 

9^ 


dx rm 

~3^ 


A 


( 10 - 11 ) 


可以用与此完全类似的方法来定义尚阶張 ft 。 例如張量 
对于彐个指标是协变的，而对 T 一个指标則是逆变的，其变換規律 
如下 t 

— 3W 3x tr 9^ ts 9x m f t 
= i ~9 ^ T ^ pr, ' 


假如一个張量对任何一■对指标（两个指标都是协变的成都是逆变 
的)来說是对称的或反对称的，那么，在任何坐标系統中它們都保 
持不变。 对丁混 ☆張 M , 例如对称性和反对称性的槪 念都沒 
有意义，因为对于不同的指标有不同的变換規律与其对应，所以当 


® 在此 R 須提出，在筘卡兒坐⑽ I 』， 梯度具有与比 他所相叼的特性 。变 
換 ( loD 和变換 do -8) 的等效性可以形式地驗証如下。从一个 m 卡兒坐标到另-■个 
笛卡兒坐栎的变換是沒性变換，其形式为此处的猞数， 滿足所 mdi 
.交条件叫按照公式 ( itne ) 和（30-&)， ^=« it 4 而 
用叩乘第二个笠式，再対；求和，我捫就桦到七二叩这就；說同 /的 变換一 
样 0 J 



第十章力場中 的敉子 


我們从一个坐标系統变換到另一个坐标系統时，一般来說，对称性 
要改变。 

假如一个張量(卽所有它的分量）在一个坐标系統中为零，那 
么，它在任何其他坐标系統中也为零。两个同为逆变或同为协变 
性質的張量之和仍为一个逆变或协变性質的張量。 

显而易見，矢量山和玛的分量的乘积是一个形式为的 
張量，矢量山和#的分置的乘积是一个形式为的張量。而 
矢量為和張量的乘积是一个形式为的張量 ■, 其余类推^ 

在笛卡兒坐标中，由任何两个矢量叮 a 造出一个标量(两个矢 
量的标积)。在曲綫坐杞屮，我們不可能从任意两个矢量造出一个 
标量； 也就赴說，从两个协变或两个逆变矢跫不可能造出一个标 
量。相反地，我們可以从一个逆变矢量1和一个协变矢量扒造 
出一个标 t ; 这个标量就是幷称之为矢量，和矢量艮的标 
I 利用变換公式 （1()-6) 和 （10-8) 不难証 明，确实是-个标 
量。 


从两个矢量造出一个标量是下面将要介紹的張量“縮幷”法則 
的一个特例。睱如我們有一个張貴那么(对<求 
和)也是一个張量，其阶比 Az ： i ：； 的低二。因此，例如从張量 
可以造出一个标量 实际上 ，按照（10-11)， 


dx 1 m 

心 ra = ^ X 1 




这就是說， A 的确是一个不变量④。同理，和都是标量， 
以此类推。 ^ Ut 是一个二阶协变張童，炉是一个逆变矢量，以 
此类推。 

应該注意，按照两个右上角或右下角的指标（例如 ,) 求和 
所得的式子幷非張量。以后我們不用这些量。 

k 

_ a 

①标 Mm 不变 a 是同义的名詞。 




§ 10 - 3 曲紱坐标 


曲綫坐标中的單位張量就是混合張 t W ， 它的分量当 中 
时等于0,而当則等于1。假如#是—个矢量，那么，用 
W 乘之，就得到 、 

叫 W ， 

它仍然是一个 矢量； 这也証明了 M 尨一个張量。 

綫元的 平方心 3 是微分的二次函数,也就是 

— rf 泸二 g^dx^x 1 ^ ( 10 - 12 ) 

式中，是坐标的函数，对于指标（和 fc 是对称的，就是說， 

gae^gjri ， ( 10 - 13 ) 

旣然郎与逆变張量的积 C 縮幷）是一个标量，那么， 
m 就是一个协变張量„ 張量糾 称为度規張量。 

在§ 10_ 2 中我們已經指出，在实的欧氏 空間时 問內，适当逸 
擇坐标系統，張量总可 a (在一給定点）化为伽利略式 

f 1 0 0 0 " 

0 10 0 

. ( 10 - 14 ) 

0 0 10 

0 0 0 -1 „ 

若两个張量和 fid 滿足条件 

A a - b ^ = dl 

則称这二个張量为互为倒数。 

就特例而言，張量料的倒数称为逆变度規張量 〆 ' 就是說， 

9iJ ： g l ^ = ^U ( 10 - 15 ) 

伽利略張量的分量显然与張量的分量一样。 

在四度笛卡兒坐标系統中，如我們已經指出的，协变矢量与逆 
变矢量之間幷无差別；然而，当在曲綫坐标时，就有了差別。因此， 
假如任何物理量在笛卡兒坐标系統中是矢量，那么，当变到曲綫坐 
标时，它就可以表为两种 形式： 协变矢量的形式或逆变矢量的形 
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式。我們帀冏个符場代表一个矢的两个形式，只是用右上角 
的指标和心下角的指标米区別它們( I 和山欠 

m 容 M 找山一些公式，用这些公式，我 們可以 将矢量从协变 
形式变为逆变形式，或从逆变形式变为孙变形式。首先要知道，唯 
，一能决定协变分 S 和逆变分量的关系的量是度規張量的分量。此 
外，在 S 卡兒坐 系統 ( 就是的坐标系統）中，所要求的关 
系必須化为4 = 因而，为丫用一个协变矢量来表示一个逆变 
欠 M， 我們应当 m 分量山和度規張壁的分量組成一个滿足所提条 
件的逆变矢茕，这样的逆变矢量是 

A^g^Ay t (10-16) 

反之， An a AK (10-17) 

实际上， 在笛 卡兒率标系統中， 叫 —k， 这些公式紿出 
这正是应該有的。 

我們沖意，在伽利略坐标屮，矢量的协变分 ii 与其逆变分墦幷 
不完全一枰： 

心，，一 I , 

_1 二西所説的一切也能应 fflT 張量。每个在笛卡兒坐标系統中 
^的張姑，在变为曲錢坐标；5,可以許多形式来表示，这許多形式 
存不同的协变4逆变的特性 ： 我們用彳 rr 有不同指标的宇母来代衰 


^在此以及在 K 他扣似的地七，我捫在訨明中用了珩卡 fi 电标系統，必須記苫， 
tm 乍問足欧氏空向时，我們 f 能引用扣卡兒屯标系統。在非欧氏空問的情况下， 
我 H 故詛叭中 <以考达在一給定的无限小体积元内的岔卞兒伞 k 这总袅可能的 C 钆 
^ 104夂所有的紡洁对千非欧氏空間也是祀等的。在与此扣似的情杉中 f 以后茯們为 
簡姐起钆 常提到 笛卡兒坐标系跣，必诳記住，所有的結 m 对于非欧戊空問同样可以应 
用。 

必识 指出，在豇实的空間 -时問 屮，假如获捫用实的坐标<那 l 一祕 可 能化为 
伽利硌形式(仅仅在…給定的无驭小的休积斤内），在艽中< 有三个焱分的平方的系数 
为 e ,^-， 个为頁 5 热而，这种情屮幷不改变这一节和以后各节中的結里，闵为 从伽利 
略珉梂的变 &叫 戌沱卡兑鬼标 i 的乘积代容就行 r 。 




m 


_ 备 10^3 昉綫垄标 

同一張的不同形式。張量的不冋形式之間的变換可以用与矢 M ； 
变換相类似的方法来完成。因此， 

A iJ g^A lmt 等等. 

我們应該注意，假如一个二阶張量不屉对称的，那么，我們必須将 
A 和加以区別，也就是区別指标是从 f 卜么位置升起的。 

在笛卡儿坐系統中，一个矢量的絕对値的平方等 f 其分董 
的平方和。显而易見，一个矢觉在曲綫坐标中的絕对値的平方也 
是 一 个标量 f 

AiA^-gii.A^A^^g^AiA^, ( 10 - 18 ) 

肮彻指出，在张迨的乘积屮求和的指标有一些移动的自由、 
例如， 

只要一个指标在一个 Wf 中降低就可以在兒一因子中 将同一 
指标升萵（利用張量的协变分 董和逆 变分量之間的借張量来 
究現的联系，很容易証实这一点) 3 

在 S 中，我們定义了（在笹卡儿坐标系統中）完全反对称 
的埘 ( i . M 張篮〜我們現在来改变它，使它适合于任意的曲綫 
钯标系統。先我們注意，从〜的定义，对： F —个任意張臬 
我們冇以 写出： 

杉， I「 ?r ?公 tm : 3 (10— 1 iJ .? 

式中，是由 ^ 各 il : 构成的行列式 & 事实上，行列式的个別的項 
足这样得来的;按每行取一个（于是 叫 和每列取一个(于 
是 啤半1和、 的原則选取四个 原案； 它們乘积的正負号是这样 
决定的，当行的秩序变为与列的秩序一样时，看換位的次数是单数 
还是双数，双数就給予 E 兮，吊数就給予負 

按照張 li 变換的苦遍法則押利用 Uo ^ o ) 式，当过渡到曲綫坐 
标时，我們有 
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其中 


, 9x tr 2x if . T r , 

e 疏 = --^ = e iklm J 7 (10-20) 

^ J= ^(^ ^^ ，3 ) 

是从坐标#到《^的雅可毕变換式。这个雅可毕变換式可以用由 

張量 W ,构成的行列式 〆 来表示。我們要注意，旣然在笛卡儿坐 

标系統中， 9 a ^ 8 ^ 那么，按照变換公式， 

s t 9 x Ti Qx ，m 


^iir = Ql 


比較这今方程两边的 M 所构成的行列式，我們得到1=〆#，卽 
然而我們 a 后在平方根內总写 — 义因为实阮上对于 
所有与眞实的空間-时間相眹系的坐标,行列式2是負的(見 S 10- 
2)。从〔10-20)式，我們現在得到 

因此,在曲綫坐标中，四阶反对称的单位張量必須如下 定义： 

将張量 iZ-gefHm 的指标升商，不难証明四阶反对称的逆变 
单位張量是 

E ihlm = 

I ’ 一卩 

在笛卡儿坐标系統中，一个标量对 = 的积分仍 

是一个标量，这就是說 dfl 在积分中具有不变量的特征(:見§卜6)。 
在交換到曲綫坐标，时，积分元犯变为们 '// = 1/二^肌 1 。因 
此，在曲綫坐标中，在四度空間的某一区域內积分时，具 
有不变量的特征⑤。 

@假如^是一个标 S ， 耶么 T 堂 〆 二"^在 对仏柺 分时給出一个不变量，这 
个及灯时你为标釐密度。类似地，我捫称 V -— gH 为矢蛊密度和張惫 
密度■箄等。这些 S 在一个无哏小的四度体积上积分时，給出相应的矢量或張最:在一 
个存叹区鲅內所取的枳分」4^二"^^^—般說來不是一个矢量，因为矢里^^的变 
換说体在区城內的不同点是不同的 c 
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在§ H 末关于在超曲面上的积分元曲靣 L 的积分元的曲綫 
上的积分元锑的講述对于曲綫坐标也保持有效，只有一点例外，卽 
对倘張量的定义有些改变。由三个尤限小綫段所构成的超曲面的 
“面积”元是一个逆变反对称張鸷与其对偶的矢戤可用張量 
乘之得 SIJ ， 卽等于 

^^TdS^ ^ Cklrr i dS^ v^g t ( 10 - 21 ) 

同理，假如奵“是-个(两度的）商元，幷且妓由两个无穷小 
的綫段构成，那么，与其对偶的張 I [就由下式 給出： 

〆 二了 = 4 dj ^\ (10-22) 

我們象以前一样在此 ffl 和 在 fh 分別代表和 

不是它們与的乘 积）； 各种积分彼此变換的法 
則 Cl - 35 ) — C 1-37) 也一样，因为它們的推导具有純形式的性質，而 
与相应的量的張蒉性 H 无关。它們之中，有-个变換法則是特別 
需要的，这就是将在一个超曲面上的积分变換为在一个体积上的 
积分的变換法則（高斯定理），这个变換可以 / TF 商的替換来 实現： 

dSi -> dn~ m (10-23) 

§ 10-4. 距离与时間間隔 

我們巳經說过，在广义相对論中，对于坐标系統的选擇幷未 
加任钶 限制；三个空間坐标4 AW 可以是决定物体在空問中的 
位置的任何量， m 时間坐标 f 則可 以用一 个任意行走的鐘来确 
定。因此就省这样-个冏題发生，卽如何用吭这些量的 
値来表示实在的距离和时間問隔 c 

首先，我們找出固有时（以后，哉們用 T 来代表它）与坐标 M 
的关系。为此，我們来考虛在空間的同一点发生的两个无限近的事 
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件。如我們所知道的，两个事件的 間隔心 怡怡是此处的 心是 
两个事件之間的 PI 有时間隔。因此，在皆遍式子一心 2 = ^心^& 
內，設 dx f = dx ^ dx ^^ 我們诬求得 

ds 2 — — c 2 (?t 2 = g^dx%^ 

从而， dr^^V -^ uo ^ u ； (10-24) 

在空間的同一点发尘的仟盘两个車 f| 之問的 M 間 

T ^~r J 〆 一乂 0 . ( 10 - 25 ) 

这个关系式决定相应 T 坐标叫的变化的冏有时間隔〔或称对 
于空間的一給定点的固侖时問隔）。我們让 总到 ，从这些公式可以 
看出，量 hu 是負的，卽 

⑽ < 0 . (: 10 -加） 

必須强調指出卜_同两个条件盘义的差別，卽条件 （1.0 -洲〕和張 
W ： ㈣ 的 屯腋有三个必須为 il ： 而有-个必須为負 （ 柒192 } {fj 

条件。一个不滿足第二个条件的張说 ㈣ 般不能与任何 K 实的 
GI 力場相应，也就娃説它不能是一个眞文的空卩 H -时間的度说。不 
滿足条件 (10-26) R 表明相应的参考系統不能用 E 突的物体米实 
現，假如这时加在主値上的条件被滿足了，圯么-个适当的坐标变 
換吋以使^«为負（旋轉坐标系統就是这种杲統的 个 例子 ， M 
% 10-11), 

現在我們来求空問距离元心。在狹义相对論中^ 1-2)，我們 
可定义&为两个在同一时間犮 生的而 梠距为 A： 限近的事件間的 
間隔。在广义相对論中，这在通常的情况卜娃不可能的，就迠說， 
簡单地使在办中的❿° = 0来决定沿是不可能的。这是因为在 U 
力場中，对于空間的不同点，固有时与坐标 W 有不阃的关系。 

为了求吨現在我們进行如下。假設一个光 m 号从空問的一 
給定点跑向相距无限近的另一点，然后又沿原路 回去： 显然（从 



1 CM 距芪培忖間说猫 


空問的一点覌察;为此所必需的时間乘 a c 是两点間的距离的两 
倍。我們写出 冏隔， 幷将时間坐标和空間間隔 分开： 

一办 2 = g 25 ^ 如 0 心 a 十 (10-27) 

在此，不言而喩，对亍任坷重 K 的芾腊宇母指标，我們都从1到3 
求和。代表信埽从一点出发和代哀該信号到达另一点的两个事件 
的問隔，如我們所知道的，应該为零。命⑽= 0 7 我們求得信号从 
第一点到第二点的傳播时間为 r 

ffoo 

〔我們选擇了方程心 2 = 0的正根九对于信号从第二点到第一点 
的反运动，“时問将由这同一公式所决定，不过这时必須改 
变所有的符号，就是說 

9a*i 

因此，信号从莱一点出发而又 H 到該点的“时間”問隔等于 

^0 3> = 一一 - 〆 e9ooT^d^ . 

9 oo 

按照 Cio - 24 )， 将上式乘以就得到相应的固有时 
間隔，再乘以。/2 : 就得到两点問的距离心。結果，我們得到 

dl ^ = ( g a& - 

\ ?00 / 

这就朵所要求的用空問坐标元来确定距离的式于。我們把它 
改写 如下： 

dl^^y.^dx^dx 8 ^ (10-28) 

其中， = CIO-29) 

9qo 

是二度度规張量，它决定空問的度規，亦卽决定空間的几何性 
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質\ 

关系式 CUH 29) 联系实在的窣間的度規和四度的空間-时間的 

度規 

然而，我們必須記着， go —般与 w 有关，因而，空間度規 
( KMiS ) 也陆着时間变化。根拋这个理由，将心积分就沒有 意义; 这 
个积分与空間中給定的两点間的卅界綫（沿着它积分）有关。因此, 
一般来説，在 广义桁 对論中，物体問的一定的距离的槪念失掉了意 
义，仅仅对丁 无限小 的距离还保持有效。只存 在以〃 ¥时間无关的 
情形下，沿着一条空間曲綫的积分< W 有一定的意义，这时才能 
在空間的一个有限区城內給距离 义， 

現在我們再来討論广义相对論中的“同 时” 槪念的定义，換句 
話說，我們討論在空間不同点的鐘能否同步的問題,也就娃这些鐘 
的对时問題。 

’ 設有一个 m 号从某一点力出發，向相距为无限近的 j 点行进， 


②我們迚负，锒盈 we 是逆变度張6的阴数 ，： 1 i 去上从 〆 〃_=外我 
捫有(就持例衍言） 

y +?° £ 0 S f ov = 5 t + 

从第二个莩式求出 f ， 井代入第一个等式，就:#到设就:是所贾颉明 

的。 


我 1 R 也要指出，用和組成的行列式^和 彼此之間冇 i / = £? a A 的关系 


復）二次齐式〔10-涔)显热必須是疋定式。为此，从二次齐式的理論我捫知迓，为 
此它的系数必領滿足下列各 盗件： 


yzi /> O r - 


! 7ii 7aje I 

I : >0, 


yi± 7ia 'Via 
7^i 7s s "1 * « 


丨 J 781 7ai 7aa 

很容易訌叨，在用 fit 表吊 7 U ， flfj 这些条件就表示为如 T 的形 式： 


丨>0, 


^4 0 

| 9^0 


?0 1 
Pit 


?oo ?oi ffos 

<0， ifia f?T ] Sib (0, 

J/ao Us i ifs i 


j /<0. 


这苎条件，迚冋条件 CIO -26) 在一起，必須使俗童在毎:个参考系統中的分货部诺足，这 
与桊考系桄町 a 川 实在的 物厗来得到。 




组离与时間間陷 


SS 7 


然后立卽乂从 /点 返; pj 到忍 点。 m 号从 w 傅播到牟又从 j 傳播 
到五的“时間”分別等于心尸和 d ^\ 这足上面已經确定了的，此 
处的距离是从4点到 B 点的距离：服如/是信号到达2点的瞬 
間，那么，信号从万点山发的睥間坫 而信号 网到 B 点的 
瞬問就趕/ +心 K 然，我們必須在認为價号到达3点与在$ 


点的鐘于信号出发和信咢回来的+瞬間的中間的指示同时。換句 


話說，在4点的瞬間#和往心! ■: 的瞬間 w + &° = m + 




是同时的。利用上面 L 1 經求出的心^和心^的表示式，对于两 


个发尘在相距为无限近的二点的同时事件，其“时問” #之差値可 


以写成如下形式: 


A;d , (10-30) 

s 


这个关系使我們能够在空間的任何无限小的体积內来校准鐘。从 
B 点繼繽作类似的校准，我們可以沿任何(:非閉合的〕曲綫校准不 
同的鐘，也就是說我們能够确定事件的同 时性。 

然而，假如我們沿着住何閉合路徑来校准时間，那么，結果証 
明是不可能的。事变上，沿若閉路徑行进，又回到原来出 K 的那 
一点 f 股地說，对于我們得到一个不等于零的 姐。要在整个 
空間中校准时間尤其是不可能的；也就是說，在广义相对論中，事 
d 的同时性不仅在不问的参考系統中有不同的意义，止如在狹义 
相对論中一样 ，而且 ，一般地說， S 至要在一个单汕 的参考系統中 


来确定它也是+可能的。只有在 £? m 各量都为零的参考系統〒才 
有时 能米校准 MC 在某参考系統中，只要适当地选擇坐标#，足能 
够使各 遗都 为奉■的） 。 

最后，假如我們巧虑作筚間的 X - 点丄 发生的间个事件的固 
脊时間 隔，幷 U 务虑在空間的另一点上同时发生的两个事件的固 
打时間 Ru 那么，一般地說，这两个 1 HK 1 間隔足不相 等的； 这就是 
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說， 固有时在空间的不同点消逝的快慢不一样。在沒有引力場出 
現时，鐘的速率仅与参考系統的选擇哲关；而作广义相对論中，甚 
至 ft 同一个参考系統中，鐘的速率在空問的不同点也是不同的。 


§ 10-5, 协变倚分 


在笛卡儿坐标系統中⑤，欠最 A 的微分 d 山仍然是矢呈:，而 
矢 m 的分紙 对坐标的导数构成- 个 張量。住曲綫坐标屮 
就不是这样； J 山不是矢量，3山/3以不是張跫。这是由于 s 山是 
在空間不同点（相距无限近」的矢覺甚，而在这驻空問不同点上，矢 
位的殳換是不同的，因为变渙公式 （10-6), (10-8〕中的系統是坐标 
的函数。 


这些都不难直接証明。为此，我們求微分3山在曲綫坐标中 
的变換公式。一个协变矢量是按照公式 



9^ 

9^ 


A 


变換的，因而 



9 x ^ 


dA^A f k d 


9^ _ 9^ 


^Jc 十 A 


9^ 




因此， W 本不象欠 fi —样变換（逆变欠量的微分当然也足 
这柞)。仅仅当二次导數 d ^/ dx ^ x ^ Q 时，卽当 W 是#的一次 
函数时，变渙公式有以下的 形式： 


dAi 




dA 


就是說象矢量一样变換。 

税在我們硏究張量的定义，这个張 fi 住曲綫坐标內所起的作 
用，正如3山/9以在笛卡儿坐标中所起的作用一样，換句話說，我 
們应当将从笛卡儿坐标变渙到曲綫坐标中去。 

①在直 棧料垒 标屮也一样;一般咄找 j 要此 ..込货數铣町以 a 


在曲綫坐标中，为了得到矢 a 的微分，而这个微分要有矢量的 
特性，那么 ，两个 相减的矢量就必須在空間的同一点。換句話說，我 
們必須用某一个方法将彼此相距尤限近的两个矢 J 1: 中的一 ■个“移” 
到第二个矢量所在之点，在此 之后， 我們求两个矢量的差，税在 
这两个欠量是屬于空問的同一点的。这个移动的运箅的本身必須 
如此定义，使这个差在笛卡兒坐标中与普通微分 d 山桕合，旣然 
不过是两个相距尤限近的矢量的分量之盖，那么，这就是說， 
当我們用笛卡兒坐标时，欠 E 的分 ® 經过移动的运算不改变。® 
是，这样的移动正是矢量与它自己平行的移动。当矢 tt 作平行移 
动时，它在笛卡兒坐标4中的分量不变；假如应用曲綫坐标，那么， 
一般米説，在这样移动时，矢 i 的分量要 改变。 因此，在曲綫坐标 
中，住将一个矢量平移到另一点以后，两个矢量的分道之差句移动 
前两者之差（卽微分 d 山）不相等。^ 

所以，为 r 比較两个相距无限近的矢量，我們应当将其中2— 
平移到第二个矢貴的所在点。■我們考虑一 个任盘 的逆变 欠量； 
假如它在 y 点的値是 义那么， 在邻近之点它的値就是 
我們将矢量4作无限小的平移，移到点 ，这时 
欠量的变化用来表示現在位于同一点的两个欠量之差用 m 
來表示 ，則 Z > l 等于 

DA^ dA i w (10-^1) 

一个矢量的分量的变化在作尤限小的平移时，4分 ft 本 
身的埴有关，同时这个关系 M 然应当是綫性的。这点可以直接从 
下述事实来推断，卽两个欠量之和必須权照每个矢觉的变換規則 
来变換。因此有下面的 形式： 

③我捫提萵 7 戈意，在非欧氏空問巾，在所有的推导■和定义中我必組用一种坐 
标朵統来代铥笛卡兒坐标系铳，达种系跣在甸个无跟小的区域內是笛位兒的（釭严格 
的説，沈2伽 利洛的 )o 
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(10-32) 

式中，是坐标的函数，它当然与坐标系統有关，在笛卡兒坐标 
系統中，1^=04。 

由此已可看出， rh 各量幷不构成一个張置，因为股如在一个 
坐标系統中一个張量为零，那么，在任何其他坐标系統中它都为 
零 o 

在非欧氏空間中，当然不可能使所有的在整个空間中都等于 
零。 S 們所能做劉的， H 是选擇这样一个坐标系統(对于給定点是 
笛卡兒坐标系 統乂在 这个系統中，在一給定的无限小的区域 
內变为零®。各量称为克里斯托非尔符号。除了 各量以 
外， a 后我們还耍用 I ' m 卿各量，其定义 如下： 

l • (10 _ 33) 

反之， C 10-34) 

不难建立协变矢量的分量在平移下的变化与克里斯托非尔符 
号間的关系。为此，我們指出，一个标量在平移时是不变的。就特 
例而言，两个矢量的标积在平移时是不变的^ 

設忒和&是任总的协变和逆变矢量，則从 X 木於）=0,我 

們有 

以6山 =一 

交換指标可得 

B<8Ai= l A k B < d^ 1 ^ 

由 于&的 任意性，由此可得 

5^t= (10-35) 

0 ) 在任何直锊斜坐标中， rh 也苺于零。 

® 以后在 §10-6 中可只知退，〗七可以用虔規張量仍 t 的一夫导数来表示。述 
可以証时，我們能眵甥擇一个來标系統， 对予这个坐标 杀統，外£；的一头 导敵在 某一拾 
定点为笮(仍|:的二次导数不为苇），而 U / 也汾笮 a 
© 采代替和 Uw 




_^ HHi 协变铯分 _ 測 

此式决定协变矢量在平移后的改变。 

将 (10- 把）和代入（ ] 0 _ 3 1)式可得到 

DAi== (lx~' + ■ (10-36) 

同理，对于一个 to 变矢量 ， 可求得 

DA ^(^- 〜分叭 ( 10 - 37 ) 

(10-36) 和 （10-37) 两式中括号內的式子是張 「 i _, 因为乘以矢 
量后，其結果是矢量。显然，这样 的張置 在曲綫坐标中所起的 
作用正如在笛卡兒坐标中所起的作用一样。这呰張量分別称 

为矢量/和4的防变导数。我們用和山^来代表它們。因 
此， 


DA { = A\ t dx l ? DAi= Ai - tdx l 7 

( 10 - 38 ) 

而协变导数本身是 



( 10 - 39 ) 


( 10 - 40 ) 


在笛卡兒坐标系統中， ri ^ o , 而协变微分化为普通 微分。 

計算一个張量的协变微分幷不困难^为此+我們必須决定这 
个張量在无限小的平移下的变化。例如，我們来考虑任意一个逆 
变張跫，这个張量是两个逆变矢遺之积在平移下，按照 
( 10 - 32 ), 

6(^^}^= AS 历 + 扮 dAk- 一舻 r!; m Atda>^ 

由于这个变換是綫性的，对于任意的張量这个变換也应当成 

立： 




(10-41) 
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将此式代人 

DA if; = dA ^- 

我們求得張 U 的咏变导数』3 如下: 

3 jti - 

^-^7 +1^〆，十 气 (10-42) 

用完全相似的方法，我們得到混合張量和协变張量山&的 
协变导数 如下： 

(10-44) 

用类似的方法，可以决定一个任意阶張量的协变导数 3 这时， 
我們得到如 K 的法則：为/得到張量才:：对 d 的协变导数， 

A ' ' 

我們在齊通导数 -^-. h , 对每个协变指标 <』:；:）必須加 

— 項，而对千每一逆变指标 則必須加 

一項。 

很容易証明，求乘积的协变导数的法則与求乘积的普通导数 
的法則-样。这时，我們必須将标量》的协变导数了解为普通导 
槪， 也就是了解为矢量 仍； 这是因为对于一个标量，^ 

= o , 因此心炉=#。例如，乘积4扒的协变导数是 

假如在协变导数中将表示微分的指标升高，我們就得到所謂 
逆变导数。因此， 

A^ = g^A 4 .i f A i ^=g^A\ l . 

我 H 来証明克里斯托非尔符号 rh 对于 F 角的指标来說是对 
称的。旣然矢的协变导数木; it 是一个張量，那么，差山 
也是一个張跫。假設山是一个标适的梯度，也就娃為=#$，那 
么，利用表示 山」 :的〔1(1-40〕式，我們有 ^ 




§ 10*^6 克屯趼托非尔符号与度议張钕的关系 


H 尸 ( r ^ — r “) 黑 

詰)。 ㈣ 1 •輔舰撕，議# 

化为普通导数，因而，方裎式左边的欠量山化为零 c 但是, 

旣然本;< —木 ;Jfc 是一个張以，那么，若它在一个坐标系統中为零, 
則它在任何坐标系統中也必須为零。因此，我們得到 

(10-45:) 

显而易見,我們也可得到 

^ i ? tk , (10-46; 

就一般愦形來說,一共有四十个不同的 对于 指标；的四个不 
同値中的每一个値，旮卜对不同的指标 fc 和 Z 的獻由 it 和 Z 乜換 
所得的两对算作一对）。 

我們以写出克里斯托非尔符号从一个坐标系統变換到另一个 
坐标系統的变換公式作为木节的結斗。比較定义协变导数的方程 
两边的变換说律，幷且要求这些規律对 T 两边都是一样的,就可以 

得到这些公式。因此，經簡單的計算后可得到 

t 1 ; _ T ^ m 9 x f > '9 x*p 9 x { r ^ 

r M - U p^t ^ ^7 + (10-47) 

从这个公式很明姐地可以肴出，在綫性变換下[这时 （10-47) 
式中的第二项为零]的特性和張量一样 p 

§10_6. 克里斯托非尔符号与度規張景的关系 

我們来証明度規張量扣:的协变导数等 -f 本。为此，我們注 
意到，关系式 

BAi ^ < ju,BA 

对于矢量力屯和对于任何矢 M —样，是成立I另一方商， 

所以 , 
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DAi — )= -|- A } Dgn , 

问^次二叫心水比較^和土意到矢*^是任意的，就可得到 

Dga ^ Q . 

由此直接推出，协变汙数 

9 i^ t r = 0, (10-48) 

因此，在协变微分时， 0 a 可以当作常数。 

t * 

要通过度規張设米表示克里斯托非尔符号，我們 可以利 
用方程 = l 为此，按照張量的协变导数的普遍定义（10-44)， 
我們写出 

f 智卜智 - r M 〖 — r 忖 r = o . 

山此，我們可以很容易地求出例如，用下面的方法。皆 
先:我 們写山仏*的导数攸（将指标 d z 交換位 E ) 

^ r ~r " Fir“r + ^i,ki y 
—- rr 3 H — r ^ f (, 

取这些方程之和的一半，注奩到 r \ H=r ⑷， 我們就可求得 

r ^ == -2 \v + s^~^b (1 ^ 4e) 

由此我們得到符号的表示式如下： 

r ^ = 丄分〜 ^i\ r 10 _5o> 

这些 公式就 是我們所要求的用度規張量表示克 里斯托 非尔# 
号的式子。 

. 現在我們来推 导对个后有用的縮幷克里靳托非尔符号 rh 的 
表示式。为此,我們計算由張量的分量所构成的行列式 s 的微 


§ io - a 电里斯托非尔符号与庋戏張货的文系 


分却； 取張跫的每个分 fi 的微分，乘以其在行列式中的系数， 
亦卽乘以相应的子行列式，就可得到初。另一方面，大家知道，与 
Su 互为倒数的張量 P 的分量，等于仙的行列式除其子行列式。 
因此行列式0的于行列式等1 99' 由此叮見， 

= ~99ibdg iJt (10'ol) 

(旣然 9^9 n ^^ i ^4 } 那么， 一 g < jdg a % 

从 （ 10 - 50 ) 式，得到 

Ti ： — 1 \ 

m - 2 s 

将括号中第一項和第二項的指标 m 和〗改变位匿，我們看出，这两 
項互相抵消，所以 


r f — 1 „ im 如怖 
ki — Y 穿史 

或者，按照 （10-51) 

v , { 1 9 g 9 In \’一 g 


C 10-52) 


写出这个量的表示式是有益的；我們有 




f^wk ! lm 

t ^ x l 


9^) 


利用 CIO -51)， 这个式 p 可以化为 


r “ = 由 —(10-5^ 

为了以后的各种运算，我們耍託住逆变張量的导数与 


的导数有以下的 关系 : 



(10-M) 


(将微分而得到〕。最后我們指出， W 的导数可以用 
r it 諸_试来表示，从 tii 等式 dil-o 直接得出 

= 一 1 ^ (10-55 ； 
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利用已經求出的公式，我們可以将矢玷在曲綫坐标中的广义 
散度的表示式写成便利的形式。旣然 
[見 （10-39) 式]，那么， 




或者，最后， 


AK 


I 一 £f 


g ( V ^ gA ^) 

"—— ~~ '' 


(10 - 56) 


对于反对称的張量我們来惟导的类似的表示式，和 
反对称張量 从（10-42)，我們有 


9 A r ' 
• k ; Qx ( 




但是旣然 # m ， 所以 
以 〔10-52) 式代替結采我們捋到 




y-ff 


2( l /-：^ ) 
' 9^ 


(10-57) 


現在假設山〃是对称張量；我們来計算它的混合分量的 
表示式。我們有 


A Jr. — ^ i i ^k_ 1 9(4〆 一 fiO 

〜 r ， K+l lkAi 1 ikA ^' - 9x^ ^ 

l V — If 

式中的最后一項等 r 

/_^ r 4- 9 ㈣ — 

2 \ ^ 1 9x / 

由千張量，的对称性，括 3 内的背网項互相抵消，于是留下 




Ah 


i fc 


l_ %:上^^1)__丄 


(10-58) 


-9 


在笛 k 兒坐标中，一是一个反对称張谅。在曲綫坐 
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标中，这个張量是 — A ; L 但是，借助亍水 y 的表; j ； 式 ，而且 
由于我們有 

A . A . 9^4 9Aj, /,八 w 、 


山；為 ■; i 


9x 1: 9x' 


(10-59) 


最后,我們将一标量 ^ 的二攻导数的和 U 变換到曲綫坐标 

屮去。显而易見，在曲綫坐标中，这个和化为 a “但= 
因为一个标量的协变微分就是普通微分。将指标升高，我們有 


fp I 1 — gi } 




利用公式 （10-50) ，我們求得 


7^^ 


,fl ^ 


(10-60) 


値得注意，一个矢量在一超曲商上的积分变为在一个四度体 
积上的积分的高斯定理，按照〔10-56)可以写为 


丄 〆 二 \ A\ i V'^gda m 


(10-61) 


% 10-7, 引力場中粒子的运动 

在狹义相对論中，一个 B 由粒子的运动由最小作用跫原理 

dS= ~?ncb ^ ^5^=0 (10-(52) 

来决定，按照这个原埋，粒子是这枰运动的，它的14界綫在两个給 
定世界点之問娃極 馗； 在我們的情7卩彡卜，这是一条直 ec 在普通 i 
度空間，它与勻速直綫运动相应）。 

显而易見，一个粒子在引力埸中的运动为与 （10-62) 同式样 
的 S 小作 ffliA 原理所决定，因为引力場不是別的，只是四度空問度 
规的改变，而这个改戋也 M 是表現在心 H ] 表示的式子 R 的变 
化而已。囚此，往 U 力場中，質点是这枰远动的，它的 iit 界 A 沿蓄 
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極値曲綫 S 动，或茗如通常所說，沿看四度空問 < 4 A W 中的 
短程綫运动；然而,旣热在存在引力場的情况下，空間不是欧氏的， 
因而这条綫絕不是直棧1% 

在 W -3 中我們已經看出，在狹义相对論中，卽在伽利略四度 
坐柝 系統中，一个自由粒子的运动方程是 ^-0 或^^0,此处 

的是四度速度。 显然 ，在曲綫坐标中，这个方程町以推广 
为方程 


Du { — 0 . 


(10 -⑽） 


从向量 的咏变 微分的衣示式 ClO -36 :)我們可揭 

du { + r ^ = o . 

用心 除这个力程，則在第一項中我們有，因此求得 


d^x { p t dx h dx l 
心十 n 


(10-64) 


这就是所求的运动方程。我們看出，一个粒子住弓 I 力場中的运 
动决定 T ri f 諸量，亦卽一些沒有張 E 特性的量：当 二 0时, 
方程 （10 〜64〕化为通常的方程 

导数 = 是粒子的四度加連度:因此，我們可以称 

一 mll f W 这个量为“四度力”，这个力作用在位于引力場内的粒 
子上这时，張 fi ⑽引起力場的 “势” 的作用一-它的导数决定 
場的“强度”: Th 。 

方程（ 10 - 64 )也可以直接从最小怍用量原理 S j 心 = 0 求出 。 
我們有⑤ 

— bds 1 — — 2dsbds~ ^=dx^dx^hg ik ^- 

+ ^gitd^ddx^ ^dx i dx h ^2]L^x > %gijrdx i d^x h i 

& 这个 s 不要问 乎行袜动的丨 麟。 
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因此， 


?\d$— me 


I dx l Stfik ^ daj { dSaj h ), 


{' J 1 dx^ dx h 9g iJr R 
J XJ ds ~ds -5^°^ 


/ dic { \ 
(^ ds ) 


W * H - 


- hmcgij ^- 5 W • 

ds 


( KH 05) 


第二項等于零，因为在积分限丄， ^ = 在积分号內的第二項 
中，我們用？来代替 I 使任意的变分之系数为零，我們求得 


1 dx 1 ' dx^ 9gik 

2 ds ds 2x l 


d { dx ^ \ 
dl ( gil d ^) 


Id〆 2gut d 2 d dx' dx 1 9g, 

•ms 一如 ~^ r - T - ^ 


注意到第三項可以写成以下的 形式: 


_ Jl / Wi ! , \ d ^ dst h 

2\ 9ic l / ds da ’ 

幷且按照 （ IO - 49 ) 引用克里斯托非尔符号 Ti t a , 則我們得到 

扣 -， + r r ，n = o. 

乘以广％幷且注意到 JTWfS ? 和 g ^ T t>ik = Y ^ ky 我們便得 
到方程 C 10-64)。 

条通常一样，将实在的軌道的一端認为是变动的，則从 （10- 

65 )我們枵到变分 5*5 的表示式因此，假如和以前 

3 Sf 

一样，将&定义为粒子在引力場中的四度冲量灼，戏們便得到 


mcUi ^ ^ 


( 10 - 66 ) 


①因为我捫用坐标* & 代替^*1分量料同在伽利喀虫标內的能*和三度冲釐 
的关系与以前我捫所得到的不闻，#的空問和时間分最是 P 和 $/ c , 而协变矢最川的 
相应的分蚤分別是 P 和一肩 /心 




第十窣引力場中的 轨上 _ 

它的平力是 PiP ^ (10-67) 

代替我們便得到粒子在引力埸中的哈密頓-雅可 

畢方程： 

O SJ ACT 

9 ih ^ ^ +w 2 c 2 = 0. (10-68) 

(1044〕形式的短程綫方程，对于光信导的傳播是不能应用 
的， H 为我們知道，沿着光綫傳播的世界綫， 間隔& 是零，所以方 
桎 C10-64) 內所有的項都变为无穷大。众所周知,在儿何光学中，光 
綫傳播的方向为与光棧相切的波矢设所决定。因此，我們可以将 
叫度波矢鼋苫成 h = g ■的形式，此处的X是某一参数。在狹义 

相对論中，卽在欧氏空問中，袅光在眞空中傳播时，波矢量沿着光 
綫不改变，亦卽必(見§ 7-1), 在⑴力場中，这个方程显然化 
为仍 f = 0 或 

JLi 

上 = o (10-69) 

( tf 4 

(参数 A 也由这个方程决定)。 

我們 知道（見§ 6-3), 四度波矢量的絕对値是零，亦卽 

bih ^ o ^ { 10-70) 

在此式中用#代替 ^ 是相函数），我們求得引場中的相函数 
方程 如下： 

§ 10 8. 棰限过渡 

在低速度的極限情形下，一个粒子在引力場中的相对論的运 
动力程，应当过渡到相应的非相对論的方程。这时，我們必須記 
着， 速度低的假没就已經耍求引力，場的本身是弱的，睱如不是如 
此，其中的粒子就会有卨的速度。 





S 10-8 蝴限过波 


;Mn 


我們来硏究在这个極 阪情形 下决定場的度規張量与引力 
場中的#相对論的势 P 的关系如吋。 

在非相对論力学中，粒子在引力場中的运动，为拉格朗日函数 
(10-1〕所决定。加上一个常数一拉格朗日囷数中的常数項是 
不重 要的乃 我們現在将它写成 

要使得在場不存在时，相对論的拉格朗日函数 


在 1 ~-> 0 的極限情形下过渡到非相对論的拉格朗 U 函数 k 

这样作是必須的。 

因此，一个粒 f 在引力場中的非相对論作用觉有下间的形 式: 


S = 




dt s 


或者,注意到 v&=A， 


S =— 讲 c j ( cc?i 一去 V 山’十 

将 t 与相对論的作用 j 心相比較，我們犄出，在所考 
虑的極限情形下，&等： P 

(t/S — — - ■ ■- —~ f 1 — ^― ip f A 

2 c 1 2 

取平方，略去^的数最鈒的項，我們求得 

— 2p ydt ^— 


因此,在極限情形下，度規張遺的分量等于 


殳00 




(10-72:) 


(10-73 


关于其他分量，从 C 10 - 72)推出0^然而实际上，一 * 
般来説，对它們的修正，与对如。的修正同数量級（关于这一点的 
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詳情，辅参看§ n - n ) o 之所以不能用上面的方法来决定这些修 
卍是与这个节实有关的，卽 对于？ m 的修正虽然与对的修正 
同数置級，然而这个修正在拉格朗 U 函数內产生屬于更高級小量 
的 i 些項（因为在心 2 的式子中，分量 La 不乘以必而却耍乘 
以 6。 


S 10-9. 有引力場存在时的电动力学的方程 


狹义相对歸屮的电磁場方程 m 容易推广，使这呰方程对于在 
一个任意的四度曲綫坐标中也能应用，就是說，在引力場出現时， 
也能应用。 

在狹义相对論中，电磁場張量的定 义是： 巧=给- 显 
而易見，电磁場張量現在必須相应地定义为 Fi h = A r , i - A Ci 但 
是由于 （ lf >-5 D )， 

F ih = Ak； i — A。ft = ―猛舎， ( 10 - 74 ) 


因此，和势為的关系不改变_。由于这个原因，第一对麦克斯 
韋方程 (4-5) 也不改变它們的 形式： 


@ 十 9 x ^~ 


(10-75) 


为了写出第二对麦克斯韋方程，首先我們必須决定在曲綫坐 
标中的四度电流矢量。这可以用完全与 §4-3 相同的办法完成。 
在体积元^^心^…^内的电荷可以写成心-^爪的形式，此 

处的密度2〜 S ( r — 匕〕(見§ 4-13)。用^乘 de= P dV 的两 
A 


①在伽利畤坐标中，分量心現在与标势和矢势的关系是= = 

二 _ 4 奶〜， 在作用贵的忒子内出哽的』 W 有它只前 的意 
义与此相应， Ac 与崔 e 和 h 的关系改变 r ; 我捫現在有 

= — 丑方， ^13 — ^3) 



10-9 芬 51 力蝣疗在时的电动力学的方裎 


边，我們得到 ^ 

dz d^^pdvdx^ — p — d ^—V 


y ~g 




不变的 _ 体积元是 〆 一3 dVd ^^ 【 /」？(；17(§ 10-3)，因此四度 
屯流矢量等亍 

. 少；^ do -76) 
v — g ax 

式中，是以“时間来測逋的速度不是一个矢量四 

度电流矢量的分量/乘以|/一9是电荷的空間密度。 

在狹义相对論中，第二对麦克斯韋方程〔4-25)有如 F 形式： 

4 rr .. 

在引力場內，它相应地取以 K 的 形式： 


或者，按照 （10 〜57)， 


〆 一？ 


4 tt ，- 
二 "/， 




10-77') 


連續性方程 g = 0(4-22) 呪在有如下形式: 




(10-78) 


[按照（10_ 5 6)式: 

ift 后，也不难写出在引力場与电磁場同时存在时的带电粒子 
的运动方程。为此，对亍一給定的場,我們应当变分作用量中与粒 
子同两个場的相互作用有关的那一部分，卽 


办十 


Aydx k t 


然而，直接将方程(> 52 )簡筚地推广到曲綫伞标中，也就是說用 
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第十苹引力場 中的灰0：子_ — _ 

代替 a 求所需要的力程史为簡便。因此，我們求得 


Ih^ e 

WJC ——■ - — • — 

da c 



(10-79) 


U 0-10. 恒定引力場 

引力場的一个非常重要的特例就是恒定 U 力場。在恒定引力 
場中，我們可以选擇这样一个坐标系統，在其中所有的量，特別始 
度規張 : a 与时間坐标#无关。 

引力場在苽些情下是 te 定的，例如，当所哲的物体在引力場 
中都是靜 jh 时（在一个叫与#无关的参考系統內），引力場就是 
一个 m 定引力場。这时，两个时問方向显然是等价的(亦卽所有方 
程在改变/的符号时应当不变)。从此可以断定，在这种情形下， 
度規張的所有分蜇都为零,否則，当我們将 w 变为一时， 
間隔心 就改变 r 。 这类引力場称为靜引力場。 

在所有物体作稳定运动的情形下，引力場也是恒定的。这里 
所謂稳定运动，我們了解为这样一种运动，在这种运动中，物質在 
每一空問元內的密度和速度都是恒定的。我們举出一个对称物体 
繞着它的对称軸匀速旋轉作为这种运动的一个例子。在这种情形 
下，两个时問方向絕不是等价的；股如时問的符号改变，那么，例 
如，旋轉的角速度的符号也将会改变。 a 而易兄，在这种类型的引 
力場中，度規張量的分量—般来説幷不为零。我們称这一类 
恒定塭为喼定出力場。 

假如我們这样来选擇时間坐标使与^无关，那么，这 
样的时間坐标…称为仳界时間 3 这时必須注盘，世界时間的选擇 
不是唯一的，世界时間的决定只能准确到一个空問坐标的任意函 
数；显而易見，加上这么一个函数，所有的仍旧沒有包含 w 。 此 
外， w 还可以乘以一个任意常数。 





§ 10 - 10 恒泣 51 力擤 


鄉 


假如我們所硏究的是 P 引力場，在这种引力場中我們可以用 
—个其中 ffoa -0 的参-考系統，那么，用这些条件就只能决定^到 
这样的程度 r 卽只有对它乘以一个任意常数的可能。假如場在无 
穷远处消失，那么，选擇参考系統 使間隔 心 3 在无穷远处取伽利略 
形式，特別説来使在尤穷远处的就是很方便的。用这些 
要求把上商所說的任意常数决定了，而世界时問的选擇也就可以 
是唯一的了。假如我們用时間坐标是世界时間的参考系統,那么， 
在这个系統中，确定物体間的距离届有意义的，因为，就特例言之， 
空間度規与 f 无关〔兒§ 10-^), 

从 ㈣ 与 W 无关可以推断，例如，發生在空間两个給定点的两 
个同时（在$ 10^4中所講述的竞义上）事件的壯界时間之差値 Ad 
与 W 无关（在靜場中，我們簡單地有 = 这就是說，假如 
我們考虑两个事件 Z 和 A 这两个事件發生在空間的某一点，又 
有两个労外的事件/和 K ， 發生在空問另外一点，而 i 与/同 
时，£与 F 同时，那么，亊件』和万的 M 的差値，将等于事件1 
和 F 的 W 的差値。因此，我們可以說，世界时問的意义就 在于： 
在空間某一点發生的两个車件的世界时間間隔，同發生在空間另 
一点的分別与第一对事件同时的任何另外两个#件之閒的世界时 
問間隔相等，至于世界时間与固有时問的关系，那么公式 （1044) 
現在可以写成 

1 /_ 

T = -~-V —gaa X^ t ( 10 - 80 ) 

这个关系式可以应用于任何有隈时間問隔。世界时間的相同的間 
隔，在空間的不同点对 应着不 同的固有时間間隔。 

假如所有的物体的速度都是小的，而引力場又是弱的,那么， 
我們可以用近似式 O 0< 3 ) 和 （10- S 0) 得到 



306 


第十聿 W 力場中的粒子 


又因为。所以近似地， 

T =y(i+J). Cio-si) 

因此，特征时間进行得愈慢，空問一給定点的引力势就念小， 
也就是說引力势的絕对値愈大（以后在§ 11-6 中，可以証明沪是 
負的 X 陧如将两个完全一样的鐘之一置 f 引力場內，那么，在引 
力場內的鐘要走得慢些。 

上面已經指出，在掙引力場中，度規張量的 分量⑹ 《是零。按 
照§ 10-4 的結米，这就意味着，在这样一个場中，鐘的校正在整个 
卒間都是可能的。我們也应注奩，在靜場中，空間距离元出（10-28) 
不过是 

d ^ = g a & d .^ dx 6 r (10-82) 

在稳定場中，^^异于零，在整个空間中校准鐘是不叮能的。 
旣然 sm 与^无关，那么在空間不同点發生的两个同时事件的世 
界时間的差値的公式 （10-30) 可以写成下面的 形式： 



(10-83) 


这个形式对于校隹鐘所沿着的綫 h _ 任盘两点是适用的。当沿着一 
个封閉曲綫校准鐘时，世界时間的差値(这个差在回到出發点时应 
該被記录下来）等于沿着封閉曲綫而取的积分 

A^= - £ ( 10 - 84 } 

U ?00 

可能出現这样的情况，■^ 是（空間〕坐标的某一'函数 

woo 

的全微分，于是沿一个封閉曲綫的积分 （10- SO 等于零，而校正鐘 
就是可能的了。在这种情形下，分量 f / M 的出現，幷非由于参考系 
統本身的特性，而不过是由于坐标^的不恰当的选擇，只要选擇 
W 得当，总可以使3。。为零的。 

禳我們来考虑一条光綫在一恒定引力場內的皡播。在§ 7-1 


§ ii>ao 但定引力措 


30T 


中，我們已經知道，光的頻率是相函数0的时間导数(有相反的符 
号 )„ 因此，用世界时間 f -表示的頻率是叫旣然恒定 
場中的相函数方程 C 10 〜 u ) 不包含 A 那么，在光綫傳播时，頻率 


^0保持不变。 

用固存时米测量的頻率是 ■ 

~^ r'y 这个頻率在 

空問的不同点是不冏的。由于关系式 



d'p Qip 30 

c 


St 9 x q 9 r 3 a ; 0 \/~ r 

9 

— ffoo 

我們就有 




o >— v 

^ — 9^ 

C 10-85) 


在弱引力場中，由此可近似地得到 


O) = 0}q 


- i). 


(10-S6) 


我們看出，光的頻率随着引力場的势的絕对値的增加而增大，就是 
說，当光射向产生場的物体时，頻率就随之而增加；反之，当光离开 
物体时，頻率随之而减少 c 

i 叚如一条光綫从一点射出，而这+点的引力势为光綫的 
頰率为在这一6〕,那么，当到达引力势为％的另外一点时，光 
綫的頻率（以在那一点的固有时来測量)就等于 



C 2 





例如在太阳上覌察到的由太阳上的原子所發出的綫状光譜， 
与在地球上覌察到的由地球上的同样原子所發出的綫状光譜是一 
样的。暇如我們在地球上覌察太阳上的原子所發出的光譜，那么， 
根据上面所説的，光譜中的光綫对于地球上的同样原子所發射出 
的允譜的光綫而言就有些移动。每条以〜为頻率的光綫将移动一 
間隔 Ao ■，而 Ao 为公式 
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第十瘁引力場巾的粒子 


(10-87) 

所决定，式中的炉1和 h 分別是尤譜發肘点和覌察点的引力場的 
势。假如我捫在地球上現察由太阳成星体所發出的光譜，那么， 
|h! : Hhl， 从 （10-S7) 可以断定 Aoj < 0 , 就是說，移向頰率减小 
的方向。上述的稅象称为 “紅 移”。 

根据前面关于特征时間的講述， wa 直接解釋这个現象的發 
尘。因为所有的量都与时間 M 尤关，光波中的所有振动从空間的 
一点到另外一点的溥播所需要的世界时間間嗝是一样的。因此 m 
明显，在單位世界时間間隔內所發生的振动数在光綫上所有的点 
都是一样的。但是，对于同一个世界时間間隔，我們离开产生場的 
物体愈远，与之相对应的固有时間間隔就愈大。所以，当光从这些 
質量离开时，頻率将要降低，就是説，每單位固有时間內的振动数 
将要减少^ 

当粒子在恒定場中运动时，它的能量是守恒的，这个能量是用 
乍用紙:对亍 ut 界时間的导数(一 来定 义的; 从^幷不明显地 

出現在哈密傾-雅可畢方程中的亊芡可以推出这个結論。这样定 
义的能量是冲贵的协变四度矢:量 Pk ^ r / icu ^^ mcguu 1 的时間分量。 
在靜場中 ，- ^ di \ 因而对于能量（我們用 A 表示）， 

我們有 

Sa — — —忉 C 〜卯 -■ dx ^ - 

心 — g^d^l — dl 2 ' 

我們引入用固有时间来測量的，亦卽由在給定点的現察者来 

測量的粒子速度”=- ; 二，則我們得到能量 

/一⑽ dx 

(TfO ' - — : .-.r 


(10 - 88) 



§ 10-10 悼迮 W 力揚 
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这是往粒子运动时保持为常数的至丁+ - 这个 

V i — v^/^ 

量，在粒子运动时根本就不是常量。可以証明表示能量的式子 
(10- SS ) 在稳定場屮也是成立的，只須速度 V 用沿着粒子軌道校准 
过的鐘所定出的固有时来測量。 

对于弱場和低速度的極限情形，从 (10-8 S ) 幷利用等式一和户 
我們近似地求得 

^ 0 = mc® + (10-89) 

M 

〔卿 是粒子在引力場中的非相对論的势能)，这与拉格朗日函数 
(10-1) —致。 


習 題 

1- 求情定引 力場 中後悝运动妁一粒子所受的力。 H 

m 从〔1&七4)，略去速度的二阶項，得到 

C = - r % d — 

推确到間祥钱度， 我們有 

引用三度速度矢童 Jt 处的6=1心是在运动物体上的固有时間元 
I ：对于小的速度，这个矢釐化为#通的伽利略洼度），則我捫柑到 

。 v" -ffoo ?fln C 

Vo %, I t Sd 銪里，我捫按曹逼公式 (1 CH 50) 来計笫，拌且在公式中所有对于 Wj 异数都 
由于揚是恒定的而涫失: T 。 利用如此得来的 G 子，我捫来計 3(： d 4 7 rfP = MV 4 其 
屮，是三度 C 空間的 ） 加速度矢董 a 在笞案中拽移到协变分最 还翌边 利 
些；达时，必須纪着，空間欠最的协变和逆变 分里馬 空間的度規張最所决定， 
因此在計箄时，我 | 門必須託住，73即”=^；(見第 2 拥頁的脚注）和 
yaj 5&^ ii = yTa 乘等式 0 =0,再对 a 求和，就 

可以証明）。結果，我捫掙到 T 面的表 示式： 

s ^ ? \ 9 oi >) \ y ^ /_■ 


■W 


行 £ C _ 


JflV / r ^- +v /- ? - 


V 这 

c 




用物体的質盈乘^^就得到力/〜引人以 h 心《/以「为分最的三度空間矢發， 
幷用一 A 代表 f? uu , 則可用 H 皮符号 将我捫 的式 T- 改与为 

f= — mc s grad \ n.V h + mav'^hY xrot g 1 . (1) 

矢證的分董和刑的矢惫 运箪，在这里 应当在与由張 t 所决定的空間度規相对 

应的曲钱 坐标屮进行。 

我捫注意，假如物体是靜止的，那么，作用于物体上的力 [(1) 中的第一項]有势。 
(1) 式的取二項有与科里奧利力相似的齡式，达一項在铙定場中异于零时)存 
在，我們可以說， fi: 由旋轉物体所产生的松定 y 力塘内，傅柯摆所受到的偏啤，与它在 
一个以角速度0 = "|〆 ▲ rot g 旋轉的物体上 〔沒有 引力場存在）所受的鳊轉一样。 

公.导出光綫在恒定引力場中阐墦的 ©尔馬原理。 

解&尔馬原理〔見 §7-1) 的內容是 

5 J k 作 d:jT =0， 

此处的积分是沿笤光 H 而取的 T 而被积牙函数必須以頬率叫 ::叫沿光揉 是黹数〕和坐 
标的摄分来表示。让意到我捫可$出 k ^ g ^- y ^ 


， 一 9= 办 〆 + P〆 ， 

C 

将此式代入^ = ^^ = 0,井写成 

Soof +-— ^ 

\ 汉0 0 / 

我 im 出得到 1 

ffouV ^ / 

从这个式子而又裉据矢应当与矢里 < 1 ^ 同方向的車实，我捫蛆求得 



式屮，出 (10- 28〕是沿畚光猱的空間距离元。为 f 求 fca 的表示式，我捫写出0 = 


A= —9 fle ?+jr 扣心再注怠到与 f " 成倒数的張量是 vw， 則我捫有 

C 


最话，乘之以心?*,我捫得到 卜面 形式的霣尔馬原理 （略 去常数因子％/ 0 〕: 



ffa U ^\= o t 

9 aa f 


迮靜場中，找捫 商甲地 得到 







JO-U fe 鞞 
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蒱注意这个事实，在引力桌巾.光较并非沿着空間最短的錢傳播， K 为沿着空閲的最短 
的綫应該为方程 

a J tM:Q 

所决定 t 


S 10-11. 旋轉 


作为稳定引力場的一个例子，我們来硏究勻速旋轉的参考系 
統。为了求間隔心，我們来进行从靜止系統到这个勻速旋轉系統 
的变換。在靜止系統的坐标4 < AK 我們用 B 柱坐标 < 〆〆 〕 
中，間隔有如下 形式： 

ds^ — c 2 dP — dr t2 — r ， 2 ^p ，2 —ds ，2 , 

設在旋轉茱統中的_杵半标为 t h \ 假如旋轉軸与 Z 軸和 f 軸 
重合， 那么，我們冇 〆 =^^ = \<=# + %此处的11是旋轉的角 
速度 Q 将这些式子代入，我們得到所要求的在旋轉的参考系 
統中的表示式： 

心 3 = (c 2 — nVQrff 2 — 出一 dz^— r 2 dip z — dr 2 . 

必須注; S * 旋帱的参考系統仅仅可以应用到向外伸長到等 f 
c / n 的距离为 [ h 。 事实上，从（10-&0〕可以看出，当 r > c / n 时， ？00 
变为正値，而这是不允許的。旋轉系統对于大的距离之所以不能 
应用是因为在大的距离处，速度将大于光速，因此，这样的系統不 
可能用庹实的物体来 实現。 

象在一切稳定場中一样，在漩轉物体上的鐘不可能在所有点 
上都被單値地梭准。当沿着任何封閉曲綫进行鐘的校准幷回到出 
發点时，我們得到一个时間，这个时間与原米的时間的差値是[見 
(10-84)] 


=— 
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第十窣引力类中的粒子 


假設卽旋轉速度比光速为小得多），則差値是 

At= ^ r^dp = (10-^1) 

式中 * S 是軌道包圍的面在垂直于旋轉軸的一个平商上的投影(符 
号用+或一，像我們順旋轉方向成逆旋轉方向行走而定)。 

假定冇一条光綫沿着某一条封閉路徑傳播。讓我們来計算 
光綫从出發到回到原点所經过的时間（准确到与 v / c 同数量敍的 
項)。假如沿着这一条封閉曲綫，时間是校准了的， 又睱設 在每一 
点上我們都用固有时間，那么，根据定义，光的速度将永等于 Q 
旣然固有时間与世界时間之差同 ^ A 3 同数量級，那么，在計算所 
要求的时間問隔〖时，荇只要求准确到与同量鉍的璩,这个差 
就可以略去不計了。因此，我們有 

* 一 7 士/， 

式中，1是封閎路徑的畏度。与此相应，用比値来測鼍的光速 


等于 


c±2ilf- m 

Jj 


( 10 -& 2 ) 


这个公式，如多普勒效应的一級近似公式一样，也可以很容易地用 
純經典的方法求俜。 


習 題 

求旋轉坐标系統中的夺間距博元 3 
解利用 UO -90)， UO-£8〕，(10-39), 我的 求得 

1 - 4 

此式决定旋轉参考系統屮的空問 n>i 我时注意，在平面==常数内的圃（圓心在旋 
龄帕丄）的周具 y 其牛徑之比箏于 

_ 2 ?r r 

L 

軚是說,大于2。 




第十一章引力塌方程 

咨 U -1. 曲率張 ft 

讓我們再来討論矢量的平行移动的槪念。如我們在？ 10-5 所 
說的，在非欧氏空間的普 M 情形下，一个矢«的无限小的平行移动 
被定义为这样的移动，在这个移动中，矢量的分 it 在一个坐标系統 
中不改变，这个坐标系統在指定的无限小的体积元內是笛卡兒坐 
标系铳。 

假如是某一曲綫的参数方程&是从某一点起量得 
的弧長）.那么， 矢最& 就是与曲綫相切的單位矢量„假如 

我們所#虑的曲綫是短程綫，那么，如我們在§ KH 7 中所看到的， 
沿着短程綫^>〜= 0[見（10-仰)式：[ 3 这就是説，股如将矢量 V 从 
短程綫上的点 y 平行移动到同一曲綫上的另一点 w +心％ 那 
么，这个矢量将与在(与短程綫相切的矢量 v + dv 重合 a 
因此，当短程綫的 切綫沿 短程綫本身移动时，幼綫将自平行地移 
动。 

在另一方面，当两个矢量平行移动时，它們之間的夹角显然保 
持不变。因此我們可以説，任葸的矢量沿着任何一条短程綫平行 
移动肘，矢量同短程綫的切綫所夹之角保持不变，換句話說，当一 
个矢量平行移动时，它在短程綫方向的分量在路程的所有点上应 
当是不变的 D 

在非欧氏空間中，有一个非常湩要的情况，一个矢量从一个給 
定点到另一个給定点的平行移动，假如沿着不同的路徑进行，則得 

(313) 
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到不问的結果。就特例_3■之， M 此可以推断，跟如我 們将一 个矢量 
沿着某一条封閉曲綫肖 平行地 移动，那么，住回到出發点时，这个 
矢量将不与原来的値相電合。 

为 r r 解这一点，嚷我考虑一个非欧氏的两度空間，卽任意的 
弯曲面。圖 11-1 表示被三条短程綫所 ara 的这样的曲面的一部 
t 分。我們来将矢量7沿着这三 

; j 条曲綫所构成的周綫平行移 

动。在沿着曲綫^ ? 移动时， 
/ L … 矢蘆1 她麵乍 2膽杯 
x J ^ 变，而当到达力点时則变为矢 

上 / 一 ^^ 量心与此祀似，在沿着移 

"^7 _"V i mu 矢量 2 变为矢量^最 

19 11-1 , 

0当欠爐沿曲綫 CM 从 C ? 点移 
到^点时,它与这条曲綫所成之角保持不变，在到达 a 点时，矢量 
变为矢最广而矢量/与矢量〗幷不重合。 

現在我們来求一个矢壘在繞着任何尤限小的封閉曲綫平行移 
动时所生的变化的普遍公式,.这个变化 A 為显然可以写成$ 5為 
的形式，此处的积分是沿着一給定的周餞而取的。用表示式 
C 10-3 5 ) 代替我們就有 

△ 也 =$ r I { Aidx l 

C 在积分号 下固的 矢量禹当沿周綫移动时是变化的）。利用斯托 
克斯定理（1-38)，我們叮以将这个綫积分化为該周綫所包圍的曲 
固上的面积分 D 于是， 

△ 為 H J P ㈣ 」 ( 於 ] 町、 = 


: j" ["si 


㉟ 山 


磬如 1 ’“尝 
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但是欠贵山沿着周綫的变化是由于平行移动；因此.我們叮以从 

卽从 = 戽直接求出山的导数。将之代 
人，改換被积分函数中最沿两項的指标，我 H 求得 

=151 v -^ +r - f -~ r - r -} 邮 ' 
由于我們所考虑的是一个尤限小的封閉周釋，我們可以用被积分 
函数在周綫內的某一点的値代替被积分函数，幷从积分符号内提 
到积分符号外。剎下来的积分不过是周綫所包圍的曲商的面积， 
因而我們最后得到 

( 11-0 

式中，是一个四阶 張量： 

2T i 31 ^ 

+ 〔 U - 2 〕 

(l 卜 1) 式的左边是在同一戍的矢量値之差，是一个 矢量，山此可 
見，是一个張鼍。張量称为曲率張量，或称为黎 ft- 克 
里斯托非尔張量。 

逆变矢量，的相似的公式是容易求 得的。 为此，我們注意 
到，旣然在平行移动时，标量不改变，所以 AG 4 他>0,此处的汍 
是某一协变灾量。利用〔1卜1),我們有 

2 

= B ^ AA^-h A 广 ） = 0， 

因为矢量队是任意的，所以 

A#= — +邱 fm AA 广、 CH-3) 

假如我們将矢量山对^和^进行两次协变微分，那么，在一般 
情形下，所得的結果与微分的次序有关，而与普通的微分的情况不 
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同。結果証明，如 u -和 d 这个差将为我 fF 1 k 面所介紹的同 
一張量所决定。就娃說，我們有公式 

(11-4) 

直接計箅就可以驗証这个公式(为簡單起見，我們略去了計算的过 
程乂同理，对于逆变矢量， 

— r ； i ：= —(11™5) 
最后，也很轾易得到張量的二次导数的相似的公式 C 最簡便的 
方法是考虑，比方說，一个形如山扒張量的特例，而不去考虑張量 
如，幷利用公式 （11-4) 和 （11-5); 由于綫性关系，这样所得到的公 
式，由于是綫的，所以对亍一个任盘的張量也有效）， 

显然，在欧氏空間中，曲率張 S 为零。事实上，在欧氏空間中， 
我們可以这样来选擇坐标系，使在整个空間中， r ^- 0j 因此 
^^ = 0,由于及^的張量特性，利^在任何其他坐标系統中也 
等 f 零。这与下述事实有关，卽在欧氏空間中，一个矢量从一点到 
另一点的平行移动是一个單値的运算，在沿着一条封閉周綫桡行 
时，矢不 改变。 在欧氏空問中，协变微分的次序显然可以改变， 
逆定理也是成 立的： 假如 i ^ fTn =0, 那么，空間就是欧氏的。 
事实上，在任何空間中，我們可以选擇一个坐标系統，这个坐标系 
統在一个指定的无穷小的区域內是笛卡兒坐标系統。假如 Aj rm = 
= 0,那么，平行移动就是一个單値的运算。因陡，借助于平行移 
动，可以将笛卡兒坐标系統从这个已知的无限小区域移到空問的 
所有其余的无限小区域，这样就对于整个空問建立了一个笛卡兒 
坐标，也就是說，空問是欧氏的。 

因此，曲率張量为零与否是一个辨別空間是否是畝氏空間的 
准則。 

我們指出，虽然在一个非欧氏空間中，我們也能选擇一个坐标 
系統 T 这个坐标系梳在一个指定点是笛卡兒坐标系統,就是說，在 
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一个指定点，所有的 rh 都化为零，但同时，在这个同一点上的曲 
率張量#未化为零（因为 ri , 的导数幷不随同 ri ; 一齐化为零夂 

% 11-2. 曲率張量的一些特性 

从張量的表示式 （11-2) 直接可推断，曲率張量对于指标 
I 和 w 是反对称的： * 

Hlra ^ ( H '6) 

此外，很容易証明下商的怛等式是成立的： 

+ + (11-7) 

除丫混 心曲 率張量以外，我 ffl 也用协变曲度張& 

■^ i * rm = 況 Sim - (11 - 8 ) 

用簡單的变換方法，很容易得到的表示式如下： 

p 1 / ^gim , ^giti \ ( 


+£/ 卟 ( r^—11 [u ( n-tO 

从这个式子立刻可以者出下面的对称性質： 

— Ihilm ， (11-1 G ) 

〔11—11〕 

Ulmih . (11-12) 


从这些式于可以断定，的听有或的分量都为 
零。 

最后，对于如同对于 W 样， + S 等式 〔11 D 也是成 
立的： 

权兑 ! m 十 ^imkt^^iUnk—O^ (11—13) 

此外，根据从 （11-10) 到 (11 〜 12) 的各关系式可以断定，假如我們将 
i ? Of m 的任意三个指标作循环替換，幷将这桦所得到三个分量相 
加，那么，結果将为零。 
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最后，我們还要証明下面的恒等式： 

— (II 一 14) 

使用在一給定点的笛卡兒坐标系統，很容易証明上面的 tii 等 
式。由 f 它的張: m: 特性,关系式 （11-14) 在任何坐标系統中都是有 
效的。将（11-幻式微分，然后将 = o 代入，在考虑的点上，我 
們便得到 

利用上面的式子，很容易証明 （11-14) 的确是成立的。 

从曲率張量 r 用縮幷的方法，可以造出一个二阶張量。我們只 
能用一个方法进行这种縮幷。事实上，假如按照指 标⑽和 i 来縮 
幷 Mh ， 我們得到零： 

? — — 0, 

因为对于指标〖和讯是反对称的。对于指标 m 和* 縮幷（对 
于指标 m 和；綰幷，显然会得到同一結果，只是符号相反),則得到 
二阶張量 



3 T 7 i 

i l i . I ' 1 t T*m Frt 

g x k _十1 a 1 it 




(11-15) 

这个張量显然是对称的： 



^ik 


(11-16) 

最后，綰幷我們®得到不变量 


E = g ik Mi }； 

= g ii g kn I ^ ikt mf 

( n -!7) 


它叫做空間的标曲率。 


因为有 CL 1- I 0) — (11-13) 的各关系存在，幷非所有的曲率張 
量 的分置都是独立的。我們現在就来确定曲率張量的独立分量的 
数0。首先我們考虑一个两度空間的情形，亦卽4虑一个普通曲 
面;这时，指标 h k , h m 可以取1，2两个値。指标 〖和 或； 和 m 
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同时为1或2的分鼂为零。所有不为零的分 i 威者是彼此相等， 
或者相差一个 符号； 因此，在这种悄形中，帅率張量 K 有一个独 
立的分量，例如不难証明，在这坤情形中，标曲率& = 

L R 

mr - g T \ ^ 坫由糾所构成的行列式)。 f 在現在 
的情况下等 f 熟知的曲面的高斯曲率，卽两个主曲率半&之积的 
闽数。 

現 G 我們来央定度空間内的曲率張量的独立分量的数0。 
雄我們考虑那些只冇两个不 N 的指标的分卽有 Aw 形式的 
分量（記着，在此不对 f 重复指标取和X从1，2,3中选出《和& 
的一对値一共有二个 方法： 由于 C 11-10〕 -(11-12) 的諸关系式， 
每一对 a 和6仅給出一个独立 分量； 因此， 共有三 个这种类型的 
独立分具有」个指标的，其形式如^的分量也共有 
2个：心^， Am 〜 w 所有其余的分 M 成者与它們相等，或者与 
之相差仅在 f 符导。 闲此，迮二度空間中曲率張 量有 六个独立分 
^ 对称張量此〃也有这样多的分量。因此，根据綫性关系 = 
= g ^ nu ^ 張量的所冇分叮以用和度規張量来 
表示。 假如我 們选擇个坐标系統，它在給定点是笛卡兒坐标系 
統，那么，在变換时 C： 这些变換在这个給定点化为茁卡兒系統的旋 
轉），度规張 (i 的分贵在这一点娃不变的一般来說，張量的分量 
也楚不变的。适当地选擇坐标系統，我們总可能办到使曲率張量的 
二个分童在这个給定点化为零;就特例言之，我們能够将張最 
变到主軸上：闶此，在一个三度空間中，每-点的率度可由三个量 
来决定。 

最后，我們来討論四度空間曲率張 M 的具有两个不同指标 
的分量（就是有瓜^的形式的)共有六叶*;指标 a 和&可以从1， 2 , 
3, 4四个値中选擇，选擇的方法-共有六个，而每一对値給出一 
个独立分量。具有 二个不 同指标的分量一共有十二个:从 H 3, 
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4 中选撣三个不 同的指 标一共有四个方法，每三个値給出三个独 
立分费（例如 Am Am，Am)。S 后，四个指标都不同的分量 
背三个： ^. 4 , 其余的分量或与它們相等，或仅 相差一 

个符号。 ffi 是在这三个分 t 中，只有两个是独立的，因为三者之問 
通过 恒等式 （im) + ^ 1453 + ^ 1 ^ 42 = 0 相互联系着。因此，在 

四度空間中一共有 20 个独立分适。①选擇一个坐标系統它在給定 
点为笛卡兒坐标系統，考虑旋轉这个茁卡兒系統的变換（因而 
的値在我們所考虑之点幷 4 、改变），我捫可以办到使曲率張量的六 
个分 U: 为零。（四度坐标系統的吋能的独立旋轉有六个〕。因此， 
在每一点上的四度空間的曲率将为十四个量所决定。 

習 題 

在〜 =0, =-1 的坐标系铳屮 （ R 要将四个蛊标变換得适当，我 捫总 可以 

滿纪这四个笫【1的），計第張童的汙 ft (将叫的托空間部分分开)。 

斛：当=0时*三度丰間的度規屯蛰 74(10-29) 与 ff /?重玲=〜拉〕。 
钎饺也与一个三度張 曩重合 ，后考我捫用来代衮。从公式 Ctl -： L 5) 
t 直接計萆,将.到下面的結 m : 

^ 00 = "" a Ka6> 

1 ® 

^■^=2 ex^ K ^^ Pi8t 

式中是通过来表示的一个三度張 t , 表手的方法，正知用17代表示打 h — 
样。 所有 的升标运篥和协变齑分运莧，在此处部是在三曳空間內进 行的； 就是說利用 
度規張最74/? |:正如我旳在四度乍間中用馮最仍来进行迖莘运窠:一祥 

①我! PW 能樽到独立分 t 妁掊标 A 的組合写在 下面： 


1212 

1223 


1324 

1423 

2323 

2424 

121H 

1^24 

1^4 

13^ 

JA24 

23S4 

M34 

1：：14 

1^31 

] ? f 2S 

1414 

1434 

2334 

3434 


并 fl -^] f a + — "111*4 + 丑？ ■! 2 3 — 0<! 
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m 


U 1-3. 引力場的作用量函数 


为了枵到决定引力場的力程，必須預光决定这个場的作用跫 
s , 0 变分場的作用量与粒子的怍用兌之和，我們就会得到所要求 
的方程。 

正如电磁場的作用最一样，作 用量 心应当用遍及整个場（卽 
M 及全部空間和 M 个巴定姙之問的时問坐 标#) 的积分米表示。 
旣然^应当是一个不变 M , 所以它有卜-间的形式： 

^ a 

式中，&是 坫一 标最。为 T 决定这个标.设，我們将从这个事实出 
發，卽引力場//程应当包含“势 77 的导数，这些导数不能高于二次 
(正如电磁場方程一样）。旣然場方程是从变分咋用量函数而得，那 
么，标就应当包含 f / u 的导数，而这性导数不高于一次；因此， 
G 仅仅包含張量时:和諸量。 

然而單从叫和各量，不可能选出-个不变最。这一点 
可以赶接从这个事实宥出，卽只要坐标系統选擇适当，我們总能使 
所有的 r ! f 在一个給定点为零。然而，有一个标量以四度空間的 
曲率)存在，它虽然除了包含阳和的一次导數外， 还包含 S/it 
的二次导数，但是 e 是^的二次导数的一次函数。因为这个一 
次性,不变式的积分 j 以利用高斯定理化为一个不 

包含二次导数的式于的积分。就是説，可以写成下 
面的 形式： 


.B — q {^0* 


g dil 


~^ v Oda 


式中， G 仅仅包含張遣扣和它的一次咩数，而在第二个积分内的 
被积分函敫中存莱个最 W 的钕度的形式（訏細訃算見本节之 
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末)。按照高斯定理，第二个积分可以变換为在超曲面上的积分， 
这个超曲 面包圍 着另外两个积分在其上进行的四度体积。当我們 
变分怍用量函数时，右边第二項的变分等于零，囚为按照最小作用 
景原埋，場在积分区域的边界1:的变分等亍零。闲此，我們可以写 
出 

5 y i£ — g G l y — g dfl t 

左边是一个标 t; H 此心边的式子 tlL 是一个标量（积分 
j G 〆 二本身当然不是一个 标楂乂 

«这个退滿足 t 面所提山的条件，因为它只包含和它的 
一次导数。从上面的討論已經知道，3^0〆 二是唯一的这 
样一个不变所以我們可以写山 

i£fc 3 j G 〆 巧孤= S J 計二?孤， 

(11-18) 

式中 fc 是一个新的普适常数。与在 §4-2 中对 r 电磁場的作用 
量函汝所做的相似，我們能够看出，常数 * 应当娃正的（兒本节 

末)。 

这个常数 A 称为力常数。 i 的量綱可以从 （11-18) 式直接 
推出。作用量的量綱是克 •厘米 2 *秒_、所有坐标的量綱是厘米， 
而 ㈣ 則沒有最綱，所以五的綱为厘米― 2 。 枯果我 們得到 A 的 
ft 綱为厘米 3 •克 2 。&的数値是 

灸 = 6.67 x 104厘米 a •克- 1 *秒_ 2 ‘ (11-19) 

我們指出，我們可以使 ft (戒任何其他沒有 a 綱的数）等于1。 
但同时，質量的單位在这种情况下与長度的單吐一样了。① 

③有时設々=<?*;耶么，質最就:用 M 米來戊後 ， ibftt 1厘米=1. 3 5><11^克。用 
这气單位表示的質 蚩称为 物体的力半徑。 
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最后，讓我們来計算（11-18〕式中的 6 J 。 从私*的表示式 
我們得到 

- £W 孔 }. 

对于右边的前两項，我捫有 

v/ — iWh )- r b ^( l /: ^ f )+ 

略去全导数，我們便求得 

^90 = i/^r fc )-r^J 7 ( V^g w 〕 一 

- (r? f r“ 〜 r{ fc r')0i/^. 

利用 （10-52 ) — a 0-55) 各公式，我們求得右边的前两項等于 
乘以 

沈 “ r Ur L r ; n ， - r = 

= 2£^( r ?, r “〜 r ^ r '), 

最后，得到 

㈣ wm 心)- ( mo ) 

度規張量的分量是决定引力場的量。因此，在对于引力場的最 
小作用量原理中，^各量正是变分的对象。然而在此必須作下面 
的甚本保留。明言之，我們現在不能确定在一个实际上可能实現 
的場中，作用积分对亍 f/a 的所有可能的变分有一个極小値（而不 
只是一个極端値)，这与下面的事实有关，卽不是的每一个变 
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化都与空間問度規的变化栢应，益間-时問度規的变化等 T - 引 
力場的实际变化。当坐标变換仅仅是在同一个空問-时問中从一 
个系統变換到艿外一个系統时，分以也要改赍。就般情形 
說，每个这样的坐标变換是 ffl 个〔按照坐标的数 H ) 独立变換的 
集合。为了除去？ u 的这样的不与度脱变化有关収的变化，我們 
可以加上四个輔助条件，幷且要求在变分时必須滿足这些条件。 
因此， a 敁小怍用量原 珂应 jij 到引力場时，我們只能断言，我們能 
够加四个輔助条件在^ L , 当这些条件被滿足时，作用量函数对 
于 D 的变分有一个極小値 

記 ft 这些 a 兑，视在我們米舐明引力常数应3魁正的 c 我們 
用三个分等 r 零和由心 3 的分砧所构成的行列式 kdi 为 
常数作为上卤所提的四个輔助条件，其中 是： 

ffOfX = 0, 常数 

(由于最后一个条件，我們有 = ^ \ g a ,\ ^0 X 在怍用量 

表示式的被积分函数中，我們有兴趣是那些包含有对于 W 的 
异数的項 (比 較第 78 頁）。利用（11-20〕的簡 f - 訃总表明，在 內 
的这些項是 

-^. q d|8 a 7 s ^ ay & 

T 

很容易看出，这个量:在本質上是正的。 事灾上 ，选擇一个空間坐标 
系統:这个坐标系钪在一个給定点，在一个給定瞬間是笛卡兒坐标 
系铳(因此 u = r ‘ K ,)， 我們便得到 ^( 9 ^ J ，亦卽一个平 
方和。 


④但是，我們必須看重括出 s 我 fPI 說辻的一切对于从菝小怍用置原理求場方程 
的过糂并无釤响(纟11-5)。这挂方程可 以从卜 '面的要求來得到，叩作用是囹数必須是 
- 个梅喘値(就是它的一次变分为苹':，而不一定是一个搔小碴。因此，在求場7/菘时， 
我捫能眵使全部分呈的变分都是独立的。 
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因此， H 要随莕时間 W 的变化足够怏 （:在 M 的积分限冏 
的时間間隔內 ）， 我們可以使 ( ?有任意大的値。假如 fc 是負数，那 
么，作用 a 函数就应該尤限制地下降(其脾为負而其絕对値則可任 
总地大），卽不可能有極小値。 


§11-4. 能量~冲暈張量 


在 §4-7 中，我捫已經求出一个普遍法則来訃算任何物理沐 
系的能设-冲麗張量，这个物埋本系的怍用量函数为四度空間内的 
积分 (4-3 S ) 所决定。在曲綫坐标中，这个积分应当 写成： 

^ ~ ^ A V’ 一 y ( 11 - 21 ) 

(在伽利略坐标中， W 則化为 Y AdVdt ) 0 积分应該在整 
个三度空間和在网个給定瞬間內进行\就娃説积分应該在两个超 
曲面之間的四度空間的无艰区域內进行 & 

如在§ 4 _7中已經指出的，从公式 0-42) 計算出来的能量-冲 
量張量，一般来說,不是对称的，这也姑应該如此的。为了使之对 
称化，必頌将有 H 形式的适当項加到表示式 (4-42) 上，此处 

的如 n 对于指标&和；是反对称的。現在我們要提出一个計箅 
能蛰-冲贵張童的新方法，这个新方法有个忧点，就是它立卽导出 
正确的砧果。 

在 （11-21) 中，我們进行了从坐标七到坐标夕的变 
換，此处的 f 是一些小的量。在这个变換是按照下面的 
普遍公式变 換的： 

=叶 R -篡) 卜蟲 &)- 




9 ii ^ 


9 &' 


張啟9〜在这里是， 的詞数，而張量 w m 是原来坐柅 v 的函 



3 鉍 
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数。为了将所有的項化为阿样一些变数的函数，我們将 
一 P 代人幷且将 wv — P ) 展开为夕的帮 M 数。此外，略 
去夕的高次項，在所有含 P 的項中用…代替 〆 ' 因此，我們求 
得 

用直接驗証法不难証明，右边的后三項可以写为 f 的逆变导 
数之和夕 i +严 ~因此,我們最后得到，的变換式 如下； 

= -p _ 卜 i. (1 卜 22) 

旣然作用量 S 是一个标量，那么，在坐标变換肘它不改变。另 
一 方面，作用量在坐标变換时的变化可以勾成下面的形式。和在 
§ 4-7中一样，設 g 为决定作用量为 S 的物理体系的量。在坐标 
变換下，这些量2改变但是，在計 算狀时 ，我們不必写出与 
9的变化有关的項。根据这个物理体系的 "运 动方程'%所有这些 
項全相等幷互相抵消，因为这些方程用使 S 对9的变分等于零的 
办法也怡好能得到。因此，只須写出这些与的变化相关眹的項 
就足够了。象平常一样利用高斯定理，幷且在积分限上使 = 
= 0,我們便求得下商形式的 dS ：^) 


c J t $g ik Qx l 


~9^~ 


①必須着重指出， 我捫 在此所介轺的对称强最3认的分里的导数的表示法，在 
某神意义上，有符号的榜性 & 就是耽，导数是 i / ijt 的某一个函数)在实質上 
只有当 d 时才有总义。伹是在中，包 含对称 强最的的 

分1:的撖分匈 I * 的項出現两央 & 因此，在对于的任一确定的分童灿微分 J 1 的 
具体表示式时，所得到的量应該两倍于用 &F/eg^ 所表示的：当我捫在釭含异数 
dP / a〆 ' 的公式中拾坫榇（ m —定的健时，必須炷意到这个注解。 
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現在 r 我們引入下面的 符号： 

1 !/ — -rr _ 3 9V^gA 9v^gA 
~2 ~ gTi ^' S ^ 一一 一 

dx r 

这时，将取如下的形式①： 


(11-23) 


^ ^ T a dg ^ V^dn = 

=去$ T^dg ih V 


~ gd ^ l . 


Cl 1-24) 


〔注意 g a 古㈣； -gMg' 因此， T 邱⑽= —^ WO 。 将 ( V 7; 的表 
示式 Cli 〜 22 〕代入，利用張量 ra 的对称性，則我扔有 

SfS 二 H 十铲 肌 = 

此外，我們将此式作如下 改变： 

^ = -1 j ( T 奶; 〆 1 奶一 

-i j (11-25〕 

利用 C 10-56)， 第一个积分可以写成 

~^ y ^ T ^ da > 

幷可变換为在一个超曲面上的积分。旣然在积分的两个限上 ， P 
为零 r 那么，这个积分就应当为 O a 
因此，命等于零，我們就有 

8 s == - tS 


CO 我 f 門要注氮东我捫所#虑的情形中，十个霣 3 叫丼不是独立的，因为它們是 
史标变換的結果，而鬼标变換只有四个。因此从坫二0,不能推断2^=0,我們也要 
^ M , tS 的表承式 （11-34) 对于仍*的任何变分都是 IE 确的， 
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根据 f 的11意性，可 a 浔出結論： 

巧;* = 0. (11-26) 

将此式与在伽利略坐标系統中的有效的方程(4-41) 3 ^，=0相比 

較，我們 看出， 用（11-23〕式定义的張量应当与能量-冲量張 
量是一个东西，至少也要准确到一个常数因子' 例如，用公式 
(11-23) 来对电磁場 (A 一 进 

行計算，不难証明这个因子等于1,就是說从 〔1卜23) 可以看出， 
^ 确实是能量 - 冲量張量®。 

因此，根据 （11-23) 式，将兩数 A 对度規張量的分量(和它們的 
异数）微分，我們就能够計算出能量-冲量張量。这时，用 CU -23) 
式定义的張量显然是对祢的。为了計算能量-冲黛張量，公式 
(11-於)不仅在引力埸存在时是便利的，而且在引力場不存在时也 
是便利的，当度規張量沒有独立的意义时，谛式地过渡到曲綫坐标 
是作为計算的一个中間步驟来进行的。 

电磁場的能量-冲量張量的表示式 （ H0 ) 在曲綫坐标中应当 
写成下面的形式： 

T 去 (FiJL- 士 FtUk )， 

或者，对于混合張量的分量， . 

T ^ = ^{ FitFkl - 士 (11-27) 
与此相似，一个宏覌物冰的能量-冲眾張 S 的协变分量 （4-63) 是 

= (1>+0 叫叫 + psi ?.-， 

⑷眈是說可能差一令常数闪子 -- 譯者。 

® 迮伽利略坐标屮. y OC i =^ T ° 0 = - Ts 是能置密度 T 而 JLai = - Ar flrt = 

0 G 

則是冲童密度的 分鬼； 在各量构成冲童的通 屋密度 p 




而混合分*則是 
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^ = 0 + 5 >伽 + (11-28) 

我們指出这个量永为正③： 

^ ⑽ >()• (11-29) 

关 -f 分量 rg ， 不可能作一般的断語 n 


§ U - S . 弓1力場方程 

現在我們可以来推导引力場方程。这些方程可以从 S 小作用 
量原理心 ）= o 求得，此处 的仏和 4分別是力場的与 
物質的作用错。現在我們来对引力場，卽糾諸量，进行变分。 
先来計算变分6仏。我們有 

Q ^ J£ I/" — Q ^ ^ ™ Q = 

{ ^9 u -h bB i ? ^ dfl , 

从公式 CIO - 5 ： 0 , 我們得到 



… 乂— ^ 9 ; 一~^~ 〆 一？ 9 n ^ 9 a l 

2 l/-ff 2 


将此式代入上式，求得 
石义 a — ^ ^ 


= Y ( 五 “ 一 〜"」 l/^gdn-\-^ (11-30) 

为了計算我們指出，虽然 rh 幷不构成一个張量，但是 
它們的变分如 j, 却构成一个張 fi, 因为是一个矢量从 

①事实上，我們有 T 0 a = eM^-Hp(w^ + p q o)o 第一项永为正。在第二項巾，我 
捫写出 W fl +《• = 經过簡單变換以圮，得到 糾 a, 

此处的 W 是空間距萬元 （lG-2S〕i 从此 ，可 以清龙地看出 Too 的笟二項也为正。 
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某一点 P 平行移动到一个与之相距无限近的一点 P 的变化[見 
(10-35) 式]。因此，是两个矢量之差，这个差是从 P 到 
r 的两个平行移动的結果(一个平行移动有不变的另一个有 
变化的 rhX 在同一点的两个欠量之差是一个矢量， 所以邡 U 
是一个張量。 

我們应用这样一个坐标系統，它在給定点是一个伽利略坐标 


系統。这时，在这一点,所有的 用知的 表示式 （ II - is ), 
我們有(記着，，的第一次导数現在为零） 




9 w l 

d^ f 


式中 w r = g ^5 r ^- fir n 5 rj t . 

旣然^是一个矢量，我們可以将所得的关系式在一个任意坐缸系 
統中写成 

g<tma = 

[用代替幷利用 （10-66) 式]。因此, Ul -30) X 右边的第 
二个积分等于 

^ g ih 孤 kVq an=^ 9( ^ l/ ^ w %a f 

利用高斯定理，可以变为^在包圍整 个四度 体积的超平画上的积 
分。旣然場的变分在积分边界为零，那么这一項应該为零。因此, 
变分 S & 等于① 

^(E ih - ±g ih B^ ^ 二 ^ 做 (n- 3 l) 

0) 在此，我們指出一个有趣的悄兄，假如我捫叶箄出变分5 [用 

〔11- 15) 式的将 rh 侑为独立变数，将惟为常数，热^用 rh 的表示式 C 1 CT 
60), 則我捫惶得笮，这是容易証 明的* 反之，如果要求上述变分等于則也可以确定 
11!和度現張置間的关系。 




我們指出，假如我們从場的作用量的表示式 

s ^^ S Gv ^ 9da 

出發，那么，我們就会得到(这是容易証明的） 

p mvkj \ 2 g ^ r y - 


^ Kl^JXsa^dn 

p mvkj \ 2 g ^ 3 M r y - 

Qns 1 

将此式与 〔11-31〕 比較，我們得到下面的关 系式： 

(11-32) 

对于物質的作用量的变分，根据 (11-24) 式立卽可以写出 


^^^ ik Sg ^ V ^ dn t (11-33) 

式中，是物質（包括电磁場在內）的能量-冲量 張量。 只有对 
于質量足够大的物体，引力相互作用才起作用（由于引力常数太 
小的原故)。因此，在硏究引力場时，我們通常应該討論宏覌物钵。 
与此相应，对于我們通常应当用表示式（11-28〕。假如引力 
場是由眞空中的电磁場輻射所建立的，那么，对于巧，我們应骸用 
表示式(11- 2 0。但是必須詑着，在自然界中存在的自由輻射的能 
量密度用物質的物体的能蜇(:包含靜止能在內)密度比較起来是非 
常小的 Q 因此，硏究电磁場在沒有物質存在时所建立的引力場，不 
能引起特殊的兴趣。 

因此，从最小作用量原理 = 利用 （11-31) 和 
(11-33) 两个关系，我們 求得： 

J (^ fr — 及一 V s v ^( m = o , 

由于如 & 的任意性，从此得到： 
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(11-34) 


2 c 4 

或者，写成混合分量的形式， 

巧一^^二孕巧， （11-35) 

这就娃所求的引力場方程一-广义相对論的基本方程。 

A^rr}^ 

将 （11-35) 对亍指标（和 &縮 幷，我們求得 St 
因 此埸方 程也可以写成 

心；學卜 ~ Y ffikT )^ (11-36) 

应当注意，引力場方程是非綫性方程。因此，对于引力場，迭 
加原理是无效的，这与在狹义相对論中的电磁場的情形 U 4-2〕不 

然而必頌記住，在实阪上，我捫通常必須硏究弱的引力場，对 
于弱的屮力塭，第一次近似的場方程是綫性的（兒 K 一 V/X 对于 
这样的場，在这种近似淸形下，迭加原理是成立的。 

在眞空的空間中，= 引力場的方程化为方程 

i?tt = 0. (11-37) 

我們提醒一下，这絕不意睐着在眞空中，空間-时問娃平 坦的； 要 
为平坦的，就必須有 

电磁場的能量-冲量張量有 ^j=0 的特性[見 (4-51) 式 ] 。另 

_ HfTrlr^J^ 

一方面，旣然—卩-,那么，在有电磁場出現而沒有任何質 i 
的情形下，空間-时間的标曲率为零 (E-CO a 

如我們所知道的，張的散度为零 （§ 11-4), 因此 
方程 Cll- 30的左边的散度应当为零。从此可以很容易証实下面 
恒等式的 成立： 

Ehk - H ; 0 + Cn -38) 

这 也 可以 直接 对恒等式 （11- U ) 乘以来得到 ^ 




§ n - r . 引力場方稂 
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因此，的方程实質上巳經包合在場方程 (11- M ) 之內 。艿 
—方面，方程巧:^0表； J ； 能 设守恒定律和冲跫守恒定#，还包 
食我們所趼究的能*〜冲堂 張最所 屬于的物理体系的运动方程（卽 
物質粒于的运动方程或第二对麦克斯荜方程）。因此，引力場方程 
也包含建立这个場的物質（物質的粒子和物質的电磁場〕本身的 
方程。¥此不同，电碰場的方程（麦克斯韋方程）仅仅包含总电荷 
守恒的方程(連續性方程〕,但是不包含建立場的电荷的运动方程^ 
因此，在电磁場的惝形里，电荷的分布和电荷的运动可以任意 
規定，只脫設总电荷不变就行了，这个电荷分布的規芘，惜助于友 
克斯韋方程，就决定了电荷所产生的場。在引力場屮，产生塭的物 
質的分布和运动絕不 能任意 規定，相反地，它們应当与物質所产生 
的場 R 时决定（在給定起始条件下解場方程）。 

然而必須指出，引力場方程幷未完全决定物贸的分布和运动。 
事实上，这胜方程幷不包含物态方程，卽联系它的压力与密度的方 
程。 除了場方程以外,物态方程也是应該給山的。 

四个坐标^可以受仟意的变換。用这些变拽，我們可 以从張 
^的十个分量中任盘規定四个。因此独立的只有六个此 
外，在物質的能量-冲 B: 張量中出現的四度速度V的分置，彼此 
之間有V沿 =—1 的关系存在，因而，它們之中只有三个是独立 
的。因此，十个場方程 Cii-34) 实际上确定丫十个未知数，就是六 
个 ga 的分三个 V的分量和物質密度 p (或它的压力 P)。. 

从方程（11_ 34 )中消去四个未知数——速度和密度，可以得到 
决定六个量的六个方程。因为十个方程 （11-34) 彼此之間仅 
四个恒等式存在,所以共有六个的方程。 


求稳泛 引力潺 方程。 


轚 


題 
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解引入符母 _ &和 hct 則 

式中，是空間的(三度的)度 規張里 (10-29)。以肟，所有升禄、阵标或协变敵分，都 
是在以 加 B 为度規張董的 H 度空間内进行的（如在§ 11-2 的 習題中 一样乂我捫再 H 
入三度反对 称張* 

f ^= 卯 . t aK t 佐為 -告， 

和 H 度速度 v «, 三度速度 W 由下式定义： 


° V^h — ffcc da ? 3 ) 
計第張量和 r l ] fc 的分董，可得到下面的方 程:① 




•k £-\-p 




8 A ： p + s 
了* 一 I ~ v a «> s， 




_8 *-^|"g - p t ct I 


是一个用 yaB 来表示的三度張置，其表示方法， IE 如用？ u 来表示一样)_ 


% H -6. 牛頓定律 

在巳經求得的引力場方程中，我們来作到非栢对論力学的極 
限过度。正如在§ 10-8 所指出的，关于所有粒子速度很小的假設， 
要求引力場也是很弱的。 

在 §10-8 中，我們求得在極限情形下的度規張量的分跫心0 
[我們所需要的唯一分量)是 

加 = - l -}* 

①暇如先沣意到最后的方猎只能在組合置中含矢竜9«的 导數， 而不是矢 
量的本扃，計萁就可簡化。事实上，方程对于时問坐标的形如的变換 
(这个变換不改变場的稳定性）应孩不变。但是对于这样的变換， 变为如 而 
張最^本身显然不改变 D 




11-6 牛棋定律 


其次，对于能量-冲量張量的分量，我們可以用表示式 (4-65) 
! T 卜 ㈣ 、#，其中 M 足物体 的密度（在一个單位体积內的粒子的 
質量之和)。既然宏覌运动也認为是緩慢的，那么，对于四度速度 
我們应当略去它的所有的空間分量，而仅仅保留时問分量，就 
是說，应当使—叫-=1。因此，在？1的所有分量之中只 
留有 

标量将等于冏一値 — 州％ 

我們将場方程 （11-36) 写成 


Hnh 


当 = 0 时， 


K . 




不难証明，在我們所考虑的近似情形中，所脊其佘的方程都恒等于 

在从普遍公式 ( 11 - is ) 計算和时，我們要注意，所有含諸 
量的乘积的項，在任何一种情形下，都是关于^的二級小含有 
对于的导数的項是很小的（同那些含有对亍坐标^的导数 
的項比較）,因为它們含有 iA 的頟外幂。結果,留下烏一 = 

=^ U /^ a o 将巧高-舍 dv 二咅黑代入，我們求得 


1 3 V 




因此，場方程化为 

A(p = nk 屮. (11-40) 

方程 C 11-40) 是引力場在非相对論力学中的方程。我們要注 
意这个方程完全与电势的泊松方程 (5-4) 相似，只是在此处以質 
密度乘一&来代替了电荷密度。因此， -4)(53) 相类似，我們可以 





苐十一隼 U 力場方程 


立卽写出方程 （11-40) 的通解如下： 

9= - h ^~^ t (1 卜 41 ) 
这个公式决定在非相对論的近似 情况下 任意質 S 分布的引力場的 
势。 

就特例言之，一个質量为 w 的粒子的場的势朵 


krn 



( 11 - 42 ) 


因此，作用在該場內的另外一个粒子（質量为上的力^ = 


hmm * 

R 2 


( 11 - 43 ) 


这就是众所周知的 I 頓引力定律①。 

粒子在⑴力場内的势能等于粒子的質 fi 乘以場的势 
O 10)，这与电場内的势能等于电 荷乘玖 場的势相似。因此，5 

相似，我們可以写出任意 H 量分布的势能 如下： 

' C /=- 訂 ㈣此. (11-44) 

对于离产生場的質 a 很远的怛定引力場的牛頓势，我們可以 
写出一个展开式，这个展开式与在§ 5-5 和§ 5-6 中所得到的睜电 
場的展开式相类似。我們选擇質量的慣性中心为坐标原点。这时， 
积分 ^ FdV 将恒等于零，这个积分与电荷体系的偶極矩相类似。 

因此，与靜电場的情形不同,在引力場的情形4,我們总能够消除 
“偶 極項' 因此，势 P 的展开式脊下固的形式： 

Da ^+"-} ) (11-45) 

①从 (ii-43) 我捫晉出，对子甚本拉子，引力对电磁力之比是極其礅小的。例 
如，对于两个 [I1T , 比碚荖于 2 XKT 4 b , 对于两个質子 f 这个比値等于 
7 X 1(3 - 37 q 




吞 11 一 7 asT 

式中本系的总質量，而 

〔 11-46) 

可以称为質量的四極矩張迸⑤。它与通常的轉动惯量張 M 

"心气这-汨 A) rfF 

秸下面的关 系式： 

= *i f y^(xd — a&* ( 11 ‘ 47 ) 

§ n -7. 中心对称的引力場 

我們来硏究一个具有中心对称的引力場。 仟何 中心对称分布 
的物休都可以产生这样的場;这时，当然不仅分布必須是中心对称 
的， fflfi 物体的 S 动 tk 必须是中心对称的.就是説，每一点的速度 
必須是沿着半徑的。 

場的中心对称性就等于說，空間-时問的度蛍，卽間的衣 
示式在所有与中心等距离之点必須一桦。 在欧 氏空卩卩中，这个距 
离等丁 矢徑;在非欧氏空間中，例如在引力場存仨的惝形―卜，沒 A 
一个量具有欧氏欠徑的一切恃性（例如，旣等于到中心的趴离，乂 
等 f 圓周之長除以^0。因此广欠徑”的选桴硯在足任意的。 

服如我們用空間"球”坐标 V， h h 那么， W 的 S 广义的屮心 
对称式足 

ds 2 ^lt(j 7 t)dr 2 -\- k( r t f )(3h:t 2 tMp 2 十舶 2 〕+ 

+ iC r , + 0 drdt ^ (11-48) 
式屮，欠徑、和“时問 ” ^ 的某种函数。但是，因为在 
广义相对論中，参4系統是可以任盘选釋的,所以我們还可以对坐 
标进行不違背的对称性的任何变換;这就足;1,我們可以按照 

①在此，我們将所 介梠 称都写戌 T 标汶 H 分协变和逆变分*1，因为所有的运 
sm 是在蛰通的牛 1 mmtiumm 中 m ) 巾进行的6 
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第十一窣引力壏方程 


公式 f = 变換坐如>和~此处的 A ，九是 新 

坐 C 的任盘函败。 

利用这种可能性，我們这样来选擇坐和时間 [ tr 先，使 
^的表示式中的^^的系数为零，其次，使心 2 的表示式中 
的罘二项的系数 <7^) 簡化为一 后一要求意昧葙,矢徑是 

这样定义的，使一个以坐标原点为圓心的圓周等于 2 r 「 r (在 (9= k /2 
的平面內的圓的弧元 等丁心 = W ?0。 将 A 和 f 分別写成形如一一 
和的指数式是便利的，此处的 A 和〃是 r 和 S 的某种函数。 
因此，我們得到的下西的表 示式： 

h ds 2 = e ^ c ^ f 2 — r 2 ( ii ^ £ -*|- sin £ Odg > z ) — dr 2 . (11-49) 

用 # 分別代表坐标％ A h 咚 对 1 T 度規張曼的妹于 
零的分量，我們有 

g 11 -= e +^ } ^ = r 2 sin 2 <9, g 0(f = — e \ 


显然, 





用这些値，不难从公式 （10-50〕 算山1^。計猝的結果如下(:一 
撇表示对于 r 的微分，在符 g + 上的一点表不对亍^的微分 )： 


ru 

po 


^ 9 \ ^0 

t sa — 

1 

— sin 0 yos 0 t 


d、- w , 

2 ， 

n 2 - 

= -re~ x f T\ q ^ 

— r*«* 嗪 

2 ’ 

r? 3 

_pa _ 1 
一上 i a — 

r|a = 

- cot d y rj 0 = 

V 

Y f 

ru 

—久 pi 
A sa 


-— r sin 2 0e~ k f 



C11-50J 


ri , 的所有其佘的分量（除了那些与所写出的分量差別为指标 


①必須指出这个条件幷求堪碴决定时間坐榇的选擇。就是說，它还可以受丢1一 
个不缸含 r 的形如的任意变換0 




11-7 中心对称的引力遇 


和〖交換的分最外)都为零。 

为了得到引力的方程，我們应当按照公式 （ li - is ) 計算張量 
mi 的分跫。一个節單似是冗長的計算导出下面的方程： 


S^h 


T \^ e ~ 




(11-51) 




%7 Th 

c* 


Tl ^ J 1 e-^ip n 


0 ' v，_V ^ V \ 

丁 — 了尸 
X + ^ - T )，（ U - 52 


8 ^^ rrt\ 
1 厂 J 。 


l 

r 


(11-53) 


STr7c Tl = e- K X - 
c 4 Q r 


Cl 1-54) 


其佘的分量恒等于零。 

引力方程对于在眞空中的，卽在产生場的質量以外的中心对 
称場这一非常重要的情形可以完全积分(斯法茲西尔特，1916〕。命 
能量-冲量張量等丁 零 ，我們得到下同的方程： 

广 七: + A )— 去邱， 01^5) 

e “(¥- r 4) + _ = 0 ， Cll"56) 

A =0 (11-57) 


匸我們沒有写第四个方程，卽方程（11_52)，因 为它可 以从其余三个 
方程推出]。 

从〔1147)式直接看出， A 与时間无关。此外，将〔11-55)和 
(11-56) 相加，可得 V 十 〆 =0,卽 

入十 ⑴， (11-58) 

式中， / G ) 仅仅是《的函数。但是当我們选擇間隔心 2 为 （11-49) 的 
形式后，还可能作一个形如 t = 的任意的时間变換(見第抑8 



㈣ _ 郊十一帘 引力場 m _^—一 

頁的脚注〕。这柞的变換就等亍将一个任意的时問两数加到 P 上， 
幷且借它的帮助，我們总可能 acii - ss ：) 式中的 /( G 为笨。因止， 
幷不損失任何普遍性，我們可以認为入+心0,卽 k - u o 因此我 
們注盘到，眞空中的中心对称引力場内然而然是靜止的。 

方程 （11- S 6) 是容易积分的^其姑果足 


我們注意一个有兴趣的情况，卽在无限远处 （ r — oo )， e -^ e ^ = l f 
这就説明,与吸引物体相距很远之处，度規就自然 fl 〗 i 然地变成/伽 
利略度規。在远距离处，場是弱的，牛蜋定律应当成立，这样就不 
难 通过物 体的質蜇來表示这个常数。卽是說，我們应当有心0 = 
=一1一|[見 (10-73) 式 ], 此处的势 P 等亍自 己的十頓衣示式 

(11_ 42 ): 是产生場的物体的总質量)。从此显然可 

兒，常数=一#。 

因此 r 对丁 間隔—我們嚴 后得到 

ds 2 —( c 2 —r 2 (sin £ ^?(i^^ + ^ 3 )— ^ — f 11-5&') 

\ r / J 

1 ~ " c^r 

这个式子完全确定任何中心对称分布的質量在眞空中所产生的引 
力場。我們着重指山，这个解不仅对于靜止的質量有效，而且对亍 
S 动的質 々也 有效，只要求这个运动也有中心对称性(例如，中心 
对称的报动)。 

空間度規为空間距离元的表示式 


. ^JcTTit 
1 — —5— 
C l T 


Cl1 -00) 


所决定，[張最 7 心的分量 （ m - 卽）現在显然与桕应的分量如占 



从中心到空問的任意点的距离是 j 而且旣然 

0 

0 n > l ， 那么， 

r 

j 〆 》》 

0 • 
( R 有对于在无穷远的点 〆 靑3才成、 V ：)。以坐标原点为圓心，鸫过 

考虑点所作之圓的圆岡是 2 rrr 。「 h 此可見，一个圓的周長与其个 

徑之比小于 2' 

此外，从 （11- ⑽）我們知道，—如<1。由于定义固有时的公式 
U 0-24)^ t - ^/二〜。：，可以推断 

只有在尤穷远处，苫号方能成立，在无穷远处， * 与冏有时®合。因 
此，在巧質量桁距有限距离处的时問比在无穷远处的时問走得慢。 
換句話説，在引力場內，光譜綫移向 E 的一边(見§ 10- ] <0。 

如我們所知道的，分量⑽应当是負的。从〔11_ 5 9)式，我們 e 
出，“欠徑 r 所取的値不 能小于 2^ n / c- Q —个圓的周長的相应的 
锿小値垃 

2,hm irrkm 

97 T • -= . . 

C 2 c 2 * 

这就衷明，一个物找的物体的綾度不徙小于某确定的下限。卽是 
說，一个質量为 m 的物体，其周提不能小于 

fi 后我們再介紹心 2 在距离坐标原点很远处的一个近 似式： 

ds^^dsl^ 2 \ m (dr^-^dl^. ( 11 - 61 ) 

c 2 r 

第二項娃对伽利略度規心纟的一个小的修正。在与产生場的質茕 

④ mnwn .^< 这个結果如思应 ;n 到基本 m 子上訧 nn 对千乾本料丫〜 
本 者所提 洪的#的理論，由于货下視崧，对_产比 k ‘叫， 大很枞10 4 : _ M 级 
圃，如我們所 I ：楨出的，匕經不能应叨了。 
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第十一章引*语方程 


相距甚远处，每个場都是中心对称的。因此，（ 11-6】) 式决定与任 
何物体体系相距甚远之处的度規。 

关于在吸弓 I 質內的中心对称 U 力場，也可以做某些一般的 
考虑。从方程（ 1133) ，我們看出，封 r—O 时， A 至少要象 0 —样 
快地趋近 于零 ; 睱如不是如此，那么，方程的右边，当 HO 时，就应 
該变为无限大 : T, 就是說，巧在处应該有一个奇异点，然而 
这在物理上是荒謬的。将 （ 11-53) 怍形式的积分，其边界条件是 
夂 1^ = 0 ,我們得到 

r 

+ J (11-62) 

0 

旣然 T [見 （n- 式]，那么由此可兄，人> 0 ,卽 

以 >1. (11-63) 

注 E 到这个不等 k 和 F 面的不 等式： 

r i ?十 C p + s X^ x ) 2eX >o^ 

我們可从方程 （ 11^1) 求山 〆>0 。似是，当(离幵饩量甚 
远久 度規变为伽利略度規，卽因此，从 〆> 0 可 a 断 
定，在整个空間 v<0 , 卽 

« V <1. (11^64) 

这些不等式表明，前面所講的興空中的中心对称場中的鐘的 
走动和空問度規的性質同样可以应用于吸引物質內的場。 

假如引力場是由一个半徑为 a 的球体所产生，那么，当 r>a 
时，我們就存 ^1 = ^0 对亍 ^ >a 的点，公式 (11-62 ) 袷出 

a 

^ -ln|l-h^ J TlrUr^ 

o 

另一方面 , 在这里我們可以应州屬亍眞空的表示式 （ 11 - 油)按照此 

式 , 




11-7 中心对称的引力毋 


h — — hif 1 - 

使以上两式相等，我 捫得 到公式 


%]cm 


H 0 dr . 


(11 65) 


这个公式是用物体的能 a - 冲量張量来表示物体总質量。 


^ 習 題 

j . 求在萁空中的中心对称 u 力#中的空間曲率。 

解宁問曲率張蜇 （却 浓表示〕是用空冏度規張鼋來表示的，表 
示的方法，正如用仍 A 表示忍 jU —祥。薙童的分量可以用張董尸 
的分量 c 和 Taj 来去示，因此， n 領計猛就眵了 g li - s % 用从 （ mo) 得到的 
的値，經过計第后，我們得到張萤的分量的 m 如下： 

p 夕— pT — 灸讯 j-if . . ^bm 

巧《¥/3 时， pg 二 a 因 it 張量是対角的。应 4 注焉， p %, pI 为疋；而芳 
貝。这就是說，空冏几何是这样的，使较过原点的“平面”內的…个三角形的三个角之 
和大而使“垂直”于矢徑的 ^平面 ”内的三角形的三个角之和小于穿。 

2. 决定旋轉曲面的形式，我們耍术在这+旋轉曲面上 的几阿 R 在眞令中的中心 
对称 W 力昜內 経过 M 点的“平面”上的几何一柞。 

解在旋轉曲面 z=<0 上的几柯为^用柱体坐标）具度元 

dl^ = rfj * 霣十 '[-r-cf? 15 = 办 货 (l~f s -2 ) + < r 2 <ff |2 

所决定。将此式与在所考處的#内的“平面” 0^/2 內的县度元 


dl * ^= r s dp + 


dr ^ 

2 mk 


相比較，我們得到 


由此可得 


一 (1- S )' 


3. 綱隔 (11-59) 交換到这 祥的坐 标中，在某中的空間距洱元也和它的欧氏表 
示式成比例。 

解命 
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第十一車弘力 黑方租 


从(11-59〕，我捫符到 









{ dr ^ -f r , d !) s -\ - sin * B 


來标 6 A ^ 称为各向问性的球坐标 .， 

^氺中心对你引力揚作这样-个中标系絞中的方椏，这个坐标系統在每一点邪 
问 m 該点的 物沐一 起运动、迗梓的参名系疣称为、'冏 irs 考系疣\ 

斛？戈【円利; H 問嗝元 ( U - W 內的來 €: r , f 纪 _ m 个' iff 能的变換> Hd -dtm 
系数 狂 ' y , t 、 _n 3二, m 勿体 的徑向 w^r 在所凊的点为苹(极据巾 心対 ■- 迚吱 
其余的分里一般都斤笮 Y . 在此以后，坐标 r 和/ 仍然玎能碎.受-个任造形如^ = 
= r ( r.、、l = t 、 t , .、 的变換. 

分 別用一 A , —^^3 c a t ^ (\ n A t ■楚 r 和 f 的 I 妇数）来表术 A , I /，我們辟到 d vS 
的若不式如下： 

物質的能里-冲最张飪的分駐足 

T\=.T ^Tl = p , 7 t 5 = ^ £< ⑺ 

經过一个川马冗县的計第，我捫砧出 K 的:的引力 方稈： 

楚贺:卜― )- r ' ⑶ 

这寸 Tl= Sjrk p :: =__l e —+ + 〆= 一 〆V—〆¥ + 〆〆）+ 

c * c * -1 

+』6 - 1 (夂 i > + A *^ — Xfi — 2\-\ 2 — 2 ^ — i；)' (4) 

A 

货 7 ^ -普〜… )_ 士「卞.《)一，⑺ 

' s fri = o 二 + 机 ⑻ 


从方锃 A ; ^=0可以得到？^ J 各兑問的一些笹遍关系，这个方程是包舍 
在 U 力方杈 （11-26) 之内的。将 （1) 和 C 2) 的 ？ T t 和 fifh 代人、我捫傅到 T 面两今与裎; 


X + ^ = 


2 k 

P +£' 


P + £ 


权如 * 朵能显 s 的 e 知的凼钕，邪么，这苎方 n 可以[?】.接机分如_ 

'十^ -2 J 二+人⑺： ⑴ 





dp 
P +b 


TJ . it ), 


⑻ 


『 Irf 丄面所設:的可以作形如 r =. n >) J = W :_ 的让0:变浼， ACO-^ii / .(0 可以 U 喷 




§ 11-8 中心对称引力場中的运劭 


5. 求当物質的压力为苹时的屮心对称引力 場方杩 的通解 (：[■ 私 tt ， 1937年）„ 

解我 n 用“间有”参考杲統(見晋短4%从公式 (8) 显而 易見 ，当於 =ca«h 我們 
可以椏 u=0。 闵此，方稈〔6)玎以吭接对时苘积分，其結里为 

&為 Cl) 

其中， /=/CO 是 r 的一个 It 意函觳 （H 瞞足 1 + />U 的条件）。楫此式代入習題4的 
方程 (3) 內，得到 




这个方程的第一次积分是 


Je~ H ^ Fn 


其中， JtAO 是匁 一个仔岩囟数。冉枳分*次，我捫演#到 T 面的結果: 
当/>0吋， 


fe M -\-Fc 




i + o (_ o : 


当 /< o 时， 


\\ fe -^ Fe ' 




1 + 中|>)_ 


将达些式子代入驾 M 4的方杩〔6)内，对 f* s, 我吧扰 榫到: 


4 vfc J^ v 


公式 CO - C :0 就是所求的 通解： :，找捫注总，茁本質上，通解泮不个 ff ? 迨匆数有乂 -, 
而 H 与两个汗竞函数有又，这网个任总函数决定/， A 巾里間的关扇，因为坐如^本 
4还可以任总选痒（在命^=0以后，时間的选擇是吼値的）。 


S 11- K 中心对称引力場中的运动 

我們現在来硏究物体在中心对称引力場內的运动。正如在每 
一个中心对称場内一样，运动發生在經过原点的一个 “平面 ”上;我 
們选擇这个平面作为个= 

为了决定物体(質^:为彷)的軌逍，我們用咍密頓-雅可取方 



程: 


第十一車引力港方程 


ih 9 S 9 S t . 2 


利用由間隔的表示式 （11-59) 确定的我們求出下面的方程 • 


其令, 


谢-喂 B (釘―0,（ ㈣ ) 


2^171 1 

c 2 r 


(11-67) 


娃产生場的物体的質量〕。用解哈密頓-雅可畢方程的一般法 


則，我們来寻求下面形式的心 

一名0* + 血史+/(0 

式中， A 是常能量,见是冲量矩。将上式代入（11-66)，我們便求得 


方程 
由此得到 



因此，作用量等 f 

s= -$ 0 t+M<p + ^ e~^ 

軌道为方程常数所决定，由此可得 



( 11 - 68 ) 


(11-69) 


它可以化为橢圓积分。 

作为在中心对称引力場內的运动的一个例子，我們举出行星 
在太阳引力場內的运动。旣然行星的連度比光速小很多，所以引 
力的相对論理論对于用牛頓理論所得的行星軌道，只能导出一个 


微不足道的修正。 
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为了近似硏究軌道方程 （11 〜69)，比較便利的是将它写成下固 


的微分方程: 


/M dr 
^ r 2 dq ? 


) 




M 2 



或者引入新的变数 g=iAv 将 ^ 的式子代入， m 写成 


M 2 c 2 ( w ) 


— s 


一 m 2 c 4 + 2 j5?w , wi 2 c 2 o , — J/ 2 c s cr 2 + 2fc 故 ’ 血 2 cr 3 . 


将这个式子对 P 微分，我們得到 

d 3 a _ 1 


CT+0t(7 a , 


Cl1-70) 


在其中，我們引人了常数 p = = 

这个方程与从牛頓理論所得的方程的差別只在为値甚小的一 
項^ ^ 2 。我們要用逐步逼近法来解这个方程。在零級的近似中，我 
們略去 ad 这一項。佘下的方程的解就是熟知的牛頓軌道 


1 1 

GT — =-^(1 + e °03 沪）， 


式中 P 是軌道参数，而 e 則是偏心率；長半軸是 a = i>/(l_ e3 〕, 
軌道的近日点与角 9=订 相应。 

在商一級的近似中，我們設 C = CT 0 -|- EJ ^ 此处的 O "。 是零級近 
似解。将代人 （1 卜 70), 我們求得 h 的方程 

語 +° + i = a C rS -^(1- hecosp )^ 

= p [( 1_l " 2^) + 3e GOS ^ * 

在右边括弧內所有的項中，只有第二項引起軌道的可現察到的变 
迁； 由于共振（同齐次方程 g+q = o 的解共振），这一項引起 

連績增加的效应。仅仅保留这一項，我們得到非齐次方程的 A 的 
特解： 


S4S 


m 卜*牮 引力沿力段 


因此,在所要求的近似中， 


CT 


P 


( :1 十 c eos <p + sin < p 、户 




1 十 gf；os q > 


B )] 


(11-71) 


由此我們看出，牛頓軌道足旋轉的;在行 M 轉一周以后，軌道的近 
日点要移动① 


6(2? 


〔11-72) 


2 ttcc- _ Qrrkm 1 

其次，我們考虑光綫在中心对称引力場內的路抓。这个路 ® 
为相凼数方程 （10- T 1) 

9rh j 

g 点^， 0 

所决定，这个方程就是 w = 0 的哈密頓-雅可堪方程。因此对于光 
綫的軌道，在（11-的〕屮命我們立卽写出 

dr (11-73) 



(我們現在用光綫的頻率叫=—来代替粒子 的能❻ S ^ lf)o 

为了硏究这个軌道，正如在前面一样，我們将 （11-73)5 成微 
分方程 

( dcT . 

\dp 

或者，将圮对 P 微分，再引用常数 a = 而写成 


_): 


K _ 


d^cr 

dtp 2 


cr + aa : 


(11-74) 


②从 (11-73) 計 箄汜来 的每卅紀变化的奴吭对水 iiL 朵 410' 对地珠是3.8% 
犬义学的租察的結果，水嘏是每世纪也 . d |9 ,地球足每世紀 1 m 7、 与理論 
宂类地符合 P 


11 - 9 能 最 - 冲 最评張 & 


略去为俯甚小的項 aH ， 我們得到零級近似解 


tios q) 

- R — 


(我們引入了符号五： 1 / R ^ c ^/ cM ), 亦卽一条經过与原点相距为 
充之点的苘綫为了求敁一个近似解，我們将 c 二 Q + 
十 A 代人 （1 卜 74) 这样，对于我們就找到了方程 


dip " 2 - 


+ a t ^ar 


0 —於 


cos 2 <p , 


这个方程的一个特解处囚此我們得到光綫 
的軌道方程 




(11-75) 


現在我們来决定这条曲綫在与中心相距:甚远之处的方向。为 
此，我們叶命^ = «或^=0,幷 R 从所得的方程咢求得炉：形式如 
9 = ±-~- h 1 2 ^ 的解，其中 Af 是小的 f ： 注意到 （11-75) 中右边的 

第二項是小的略去高玆量，得到 

-1- A ffi -\- 
2 ^ + 

因此，光綫的紈道是一条曲綫，这条曲綫的两条漸近綫所夹之角是 




(11'76) 


一条經过中心对称引力場而在与中心相距为 A 的光綫会偏轉，这 
个偏轉为丄西的公式所决定（一条恰恰經过太阴的边緣的光綫所 
爻到的折射为 = )。 


§11-9* 能置冲童赝張* 

在沒舡引力場存迮时，物質(連问电磁場〕的能量守恒定律和 
冲 跫守恒 定作是以方 S C4-4X) 来表示的。这个方程 





aco 


笫十一幸 W 力#方糂 


推广到眘引力場的情形是方程 （ II - S 6) 


^ TW==0 


CH -77) 


然而在这种形式中，这个方程，一般說来，幷不表示任何守恒 
定律这种情况与下述事实有关，卽在引力場申，应該守恒的不 
是單独物質的四度冲量而是物質和引力場的四度总 冲量； 后者幷 
未包含在的式子之內。 

为了决定守恒的、引力場和其中物質的四度总冲量，我們进行 
如下我們这样来选擇坐标系統，使在空間-时間的某一給定点 
上，所有 Em 的第一次导数都为零(这时可以不同于它的伽利 
略値）。那么，这样，在該点，方程 （11-77) 中的第二項 m 失，而在 
第一項中，可以将/二7从微分符号內提出，因而留下的是 


9 

^ x h 



0, 


或者，以逆变分量表示, 


9 

9^ 




恒滿足这个方程的量可以写成下面的 飛式: 


T ^ = 


9 


iki 

7 


① 事实上，积分/ 要守恒，就必須_足条件 

而不是滿足 Ci ： Hr 7) D 在曲较坐标中进行§4"4里在笛卡兒坐标中所作的〜切 計箄訧 
很容易詆明达一点。除此以外…口、須往; rr 面的亊实就够了，迖些运笫是純形式的，与 
相应的置的张置特性无关，象高妍定理的証明一样，它在曲綫坐标中的形式 C 11-23) 和 
在笛卡兒坐标的形式是一祥的。 

② 我捫可能有这个意念，卽将公式 Cli -23) 应 用到引力場，将代 

lQirfc 

入。 诅是，我捫若電指出，这+公式 R 能应用到以异于 ffifc 的来锚写的物理体果： 
0此，这个公式不曲应用到为的本身所央定的引力場。注意，在 ( II -23) 式中以代 
^时，我捫得到的不过是笮而巳，这一点从关系式 C 11- 32 ) 和其空 中的游方程町以直接 

肴出. 




式中，是对于指标为反对称 的量： 

=： —, 7 J ( l \ 

实际上，不难将化为这样的形式。为此我們从下面的場 
方程 出發： 


C 4 

sVi 




对于於 ，按照《11-9)，我們有 






9x m 9x n 9x l dx^ Qx m 9x^ 9x^9 




(値得提醒一下,在我們所考虑之点，所有 ri ,= o )。 經过簡單的 
变換，張量可以化为下面的 形式： 

茌括弧內的式子对于》和；是反对称的，这就是我們在上面用 
来代表的量 3 旣然^的第一次异数在所考虑之点为零，因子 
1/(— so 可 a 从微分符号下提出^我們引用符号 


167Tjfc 9 ^ 


K—g x w m — w m )]; 


这些量对于; t 和£是反对 称的: 


h iu ^ — 


(11—78) 


〔11-79) 


这时，我們可以写 


gh^i 

9^ 1 


C "^ 1 


这个关系是在 M 奉 1 = 0 的假設下导出的，在过渡到任意的 
坐标系铳时仍然有效。在一般情形下，差郎 一 （一0^不 
等于零;我們用（一约^来代表这个若。于是，根据定义，我們有 




~ Sx ^' 


(11-80] 


P 对于（和 fc 是对 称的: 




m 十一苹 屮力 場乃租 


(11-81) 

这可以直接从它們的定义看出，因为張 U : ^〃和 g 数都 
是对称的量①。按照引力方程，用表示幷 J 1 利用的表 
示式 （1 卜 78), 經过相当冗長的計算(:这里从格），可得到心的式子 
如下： 

十 W 乂 n P rL+n n r% — I'vn — im)+ 

+ ， rCn,i: + L:r^-r“u^-i ， UK P )+ 

+ rur;;Oh (u—s2) 

^ 有一个本質上的特性，就是它們不构成一个張 ih 如馳 
意到在內出現的是嵆通导数而不是队变导数，就不难 S 
接証明这一点。然而， w 是用量 rh 表示的，而；5者对于坐标的 
綫性变換有張量的特性(兑 S 10-6)，所以，同样的惝况对也 
能应用。 

从定义（11-80〕可以断定 + p 恒滿足方程 

+ （11-83) 

这表明，有量 

Pi - (n-S4) 

的守恒定律存在。 

_在沒有引力場时，在伽利略坐标中，0=0,而上面的积分化为 
，卽化为物質的四度冲因此， （11- S 4) 的量应当是 

物質和引力場的四度总冲量。諸量的集合称为引力場的能量- 
冲量赝張量。 

① 正是为了这点，在砘面我捫才将(: 一 £0从 r 『 : fc 的式 f 中对 V 的窃分符号十提 
出来 D 否則，对于 i 扣 左轼不 是对称的/ ,从闹 〆 」 对于 £和)[:轼不袅对称的 J % 




§ 11 - 9 能设-冲 1 逆谌进 


m 


(11-34) 中的积分可以在包括整个三度空間的任何无穷大的 
超曲靣上进行（見§14和§4-7)。假如我們选擇就超曲面# = 
常数作为这个面,那么， F 可以 写为一个三度空問的积分的 形式: 

心士 乂(一 (11-85) 


条通常一样，（- £? X — 这个愚 .可以称为物質和場的总能量 
密度”，而 Ic - WC ^+ w 〕 則坫总冲 M 密度的分最。瓜者 C 乘 
之以 P ) 也同时 代表能 M 通景密度的分量，而（一十則 
是冲&通 y ; 密度的分量。在沒冇物铒存在时， ^^= o ? 因而引力 
場的能量密度可以表为的形式，而冲量密度則可以表为 
的形式。 

物質和場的四度总冲量用的积分来表示， 
(—幻(7^+;")对于指标是对称的，这今事实非常重要。它 
发明，有角动冲量矩守 to : 定律俘在，冲量矩的定义&(見§4-7〕： 

= [(x — ^dP 0 = 


)—+ - ( 11 - 86 ) 


因此，在引力場中，总冲量矩守恒定律仍然有效必 

选榨这样的一个坐标系統，使其住指定的体积元內为伽利略 
坐标，这时我們就能够使所食的 p 在空問-时間的任意一点为零 
(因为这时所有的为零)。另一方面，在欧氏空間中，卽在沒 
有引力場出現时， R 婴我們用曲綫銮析;代替笛卡兒坐标，我們就能 


(V 必殂梠出，我們所求桦的树質和場的叫皮冲是的犮示式，艳不是唯一叮能的。 
抬怡相反，我們有无究多的方法 W 以参若，例如，本节的贫題〕来造出这些表示式 i 这 
些表坫式在 沒有 蛊#在时化为 T 汔而当对表示积分时則得到一苎守恒量。虽然 
这些识分，卽物货和坺的总能鸷如总冲黾这时当然是一祥的， m 是冲最和能里在李間 
的密攻分布却是不间的 d 然冊，拽捫所阼的能使辟場的能_里-冲最逻張蚤为封狳的选 
揮是嘥 ㈨ 而町能定出冲进妞守忉定律（在本質上，达与在 §4-7 中的情讯是一 
样的 ） t 



第十一萆引力搂方程 


得到不等于零的因此,在任何情形下，談空間某处的引力場的 
能董是沒有意义的。假如張量 To 在某一世界点为零，那么，在任 
何其他参考系統中也起这样，因而我們町以談在这一点沒冇物質 
或电磁場。相反地，从一个贋張量在一个参考系統的某一点为零 
的事实，根本就不能断定，在另外一个参考系統中也是如此，因此， 
談在某个地方到底有沒有引力能是无意义的。它完全与下面的琪 
实相应，卽只要坐标逸擇锝适当，我們能够“消灭”在一紿定体积元 
內的引力場，同时，根据我們在上固所說的，赝張量 W 在这个体积 
元內也将消失 c 

但是量 p : ( 物質和場的四度冲量)却有完全肯定的意义，在根 
据物理的考虑所必須的程度上，与参考系統的选擇无关 3 癭我們繞 
着我們正在硏究的質量划出空問的一个区域，这个区域要足够大， 
使我們能够認为在这个区域以外沒有引力場^在时間的过程中， 
这个区域在四度空間-时問內割出一条 :; 通道”。在这个‘通逍” a 
外，場是不存在的，因而四度空間是平坦的„由于这个原因，在計 
算場的能与冲量时，显然我們必須这样来选擇四度参考系統，使 
得在"通道”以外，坐标系統为伽利略系統，而所有的 w 都为零。 

根据这个要求,参考系統的确定当然絕不是唯一的，它在“通道"以 
內还可以被任意地选擇。然而，完全与 fip 的物理意义一致，它 
們与“通道”內坐标系統的选擇完全无关。假設有两个坐标系統， 
在“通道”內是不同的，但在"通道”以外，这两个坐标系統是同一个 
伽利略坐标系統，我們来比較在这两个系統內的四度冲量和 
在不同的“瞬間” m 和的値。我們引用第三个坐标系統， 
这个坐标系統在 w 的一瞬問在“通道”內与第一个系統在 
的一瞬間与第二个系統®合，而在“通遒”以外， 則与同 一个伽 
利略坐标系統重合。根据能量守恒和冲 s 守恒定作，赴不变 
KiC 3 P '/^°=0) o 这对于第三个坐标系統是如此，对于前两个也 
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是如此，从此彳以断； = ^ ，这卽是要証明的。 

前间已經提过，量 P 对于坐标的綫性变換来說是一个張量。 
因此，^对 T 这样的殳換构成一个欠量，就特例言之，它对亍洛偷 
茲变換就抅成一个矢 k。 将 （11- 叫)代人 （1H4), 我們求得 

p< —4 

利用 （1^6) 式，这个积分可以化为住普通曲®上的 积分： 

P { = (11-87) 

假如我們选擇超曲面常数作为（11-84〕中积分面，那么， 
〔11- S 7) 屮的积分阖就变为普 逋空間 中的一个曲靣①。因此，我們 
求山 r 物 K 和引力場在三度空問的某一个区域内的四度冲量的表 
示式，这个表示式足在位 K 这个体积的曲面上的积分： 

户 ' = ㈣ 仏. (11-88) 

住引川这个公式去許算物質和場的四度总冲量时，我們必須 
記着，按照上商所說的，空間坐标系統应当如此选擇，使在无穷远 
处(在无穷远处空間是欧氏的）坐 fc 系統变为笛卡兒坐标系統 D 
将公式（11-明)应用于經常在坐原点附近的孤立物体系，我 
們可以 为积分选擇距离物体十分远的积分面，使在其上的引力場 
为間隔的表示式〔1141)所决定。訃算的結果是 

F °=- mc r (11^89) 

式中，附是系統的总質量，这是我們所自然期待的結果。这是通 
常所説的“引力”質量等于“慣性”質量的表示式（由物体产生的引 

® WiEi 这个屋: 是“难 直 : ’千面元的，屯与“切 面”元 的关系是 (1- 33〕： 

= df ^ 0 在包圍进盘軲的超曲面的面上的不为笮的分童仅仅是 

4 m - l t % 的邵些分堂，因此 df% k U 有邵些/和 [ 之中有一个为笮的分童。分囊 
^■ SU 竑足莲>通曲面的三设; t 的分跫，我捫莳以 dU 衷 Z 。 



声 _贫十 一草 A 力思方传 _ _ 

力 場所决 定的質1祢为叫 I 力 ”質贵 •它就是出税在『」 I 力壏内的間 
隔的衷示式中的質量，或者，就特例而言，在牛頓定律中的 質髮; 决 
定一个物体的冲量与能簠之比 的質置 称为“愤性”質量 ， 而就特例 
言之 ，一个物体的靜 it 能追等于这个 質逛乘 以^)。 

在恆定引力場的淸形里，吋能求出物質和場的总能设的一个 
簡單表示式，这个表示式是在物 f 〖所占据的空間内的枳分。为了 
得到这个表示式，我們可以比方說，从下面的恆等式出發，不难証 
明，这个恒等式当所有的 a 都与一无关时成立 

1 —if 

将邱在三度空問内积分，引用 H 度空間的商斯定理，得到 

^ ^ I -~g 吴 l，— a gwV ^ dfc ^ 

我們选擇一个足够远的积分卤，在其上我們用由公式 （ 11 〜 61 ) 紿出 
的的表示式，經过®单計兑后，得到 

J H%V — g SV = — 

就是說，我們所写的积分等于 HcP ” 匕 同时 要注意，按照場的 
方程 

五卜學 ( 巧 - 音十孕 ( 巧 - 巧 - 父 H )， 


从 C 11-15〕我捫可子铁 

利用 （10-52) 相 U 0-65), 我捫發現此式可与为 

jf ^ Z - -4 =rr … ? T ( 〆 k lid * 

/ — y dx i 

利用关系式 Cio -56), 不难証明雇等式右边的 m ' 二項足- ^- r ，而极据祈 

有的最与无关的假設，这一項应这为萃„诅 H 同理，在第•項屮以对《求和代替 
对氺和，我捫姐#到正文小的公式。 



11-9 能 M-Pf* 量诹張 J ： 


3 T >7 


我們就得到所要求的公式 

^ ( Ti ^ Tl -^ Tl - T ^ V ^ TfdV . (11-90〕 

这个公式是用物質本身的能 1- 冲％張量来表示物質和恒定引力 
場的总能量 C 卽姑物体的总質量 ）（1 托尔1930年)。我們記 
得，在中心对称場的情形下，我們还有同一个量的另外一个表示 
式，卽公式〔11-65)。 


習 題 

利用公式^-42乂求物質和 q 力蜞的四度总冲狂的表示式 0 

解： 在曲綫坐标中，代#(4-此〕，我們有占二因此，为了搭到 

一个守恒的鍰，我們必須在 t 4~42) 屮以 A〆 二 lr 代替闶此，叫度冲逛有下面的形 
式： 



y & ( y ~"9 A'J { 
丄 ~dx^ _ " a dg<"0 \ 

Q - / 

dx ^ 


dS 乜- 


在应用这个公式到物質时，(:对于送个物質， g i!c 不冏〕，我捫叮以将 〆 从激 
分符号下提出，积分号内的式 T 茗+ l /— 3 此处的是物質的能嵐〜冲屋張蛩。 

当我們应用同一公式到引力堪时，茌捫必須彳 A = ,而 山是 度規張置的分 

&。 填和物質的四度总冲量㈨此莩于 


pO 


利用 G 的表示式〔1140 ),邱以社式变为 


- iV _^ ZZ ^為. 

- 1 ) 

在花括每內的第二項是引力提在汶有物質吋的四度冲孩釈分囡数对子措标人 * 
是不対称的 ：因此 我肪不能得到冲蛩姐守 fe 定律。 
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第十一幸引力#方毽 


§ 11-10 . 引力波 

現在我們来硏究輿空中的弱引力場。在■引力場中，空間-时 
間度規是“近欧基里德的'%就是說，我們能够选擇一个参考系統， 
在这个系統中，度規張量差不多等于它們的伽利略値，的 
伽利略姐吋以用下面各式 表示： 

K°i ~ 一各&贫， Q ( aO ~ 0 , ffoV = ― 1 I* 

因此，我們可以将写成下面的 形式： 

gik = g \ q + hi k ， 

式中，心*是由引力場所决定的小的修正。 

用化的导数表示的 rj , 的分量在很小时，也趄很小的 c 
略去、■的比一次高的項，我們可以只保留張虽仏 m 4 U -9) 中第 
一个括3內的項： 



}-( 

^hi m , 

.• 

抑 H 

9 2 fln \ 

〔 1 卜⑽〕 


5 f niw 2 1 


9x i dx i 9x k 9x m ) m 

对于縮幷張& 准确到同等的程度，我們有 




= 9 



成者 







K - ， 



^hi 9 2 h \ 

(11-94) 


9^9x ! 

h ⑹制 }， 

K 中， 


AJ — 

-■g ⑼知 h ih 

h^h\. 



我們这样来选 擇参考 系統，使^ 与^ ^相差甚微。伹是这 
个条件对于任何无限小的坐标变換也是滿足的，因此我們还能对 
于? ^加 h 四个（与坐标数相等的）条件，而问时幷不違背、是很 
小的这个条件。 

我們选定方程 

^0, 的 - ’ Cll-95) 


(11-91) 

(11-92) 




5 11-10 引力波 
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作为这些輔助条 件®。 


这时馬*內的后三項彼此消去，我們得到 


^ Jb = — 


2 




9 a } ! 9 x mt 


因此，眞空中的引力場方程 Cl 卜 37) 具有以下的 形式： 

□办卜0， (11-96) 

其中，□是达朗只尔 算符： 

□ - - g ^> ! 




^2 


I ^ 
c * W 


这就是普通的波动方程。因此，引力場也同电磁場一样，以光速在 
眞空中傳播。 


我們来硏究一个平面: M 力波。在这样的波内，場仅沿着空間 
的一个方向变化；我們选擇軸在这个方向。方程 （ 11 - 96 ) 这 
时变为 

(§^ (11-97) 

它的解是 ® 士 ci 的任意函数（見§ 6-2), 

我們衆硏究向 I 軸正方向傳播的波。在波內，所有的 M 都是 
的函数。輔助条件（ 11 _ 95 )在这种情形下給出 = 
此处符号上的一点表示对 t 的微分。这个等式只須去棹微分符号 
就积分好了，积分常数可以設为零，因为我們所威兴趣的只是場的 
可变部分(正如电磁波的情形一样)： 因此 , W 的备分 1 之間有关 
系式 

屮 i = ^ 5 =^, ^3 = 03, 0^-0；. ( u - ys ) 


⑤假如我椚寻求其形式如/=〆+& 是与 M 同數董級的小置〕的导出滿 
足这些条件的 M 的变晚，那么，不难誑明，这个变換的南数 d 应巧 ffl 足方程 

□&二卜卜上叫， 

其中，由此 可見 ，例如一个滿足条件(：114幻的坐标系抗町以再爻到汀 
何无吸小的变換〆 =^+必此处方程 OiFt ) 对于 r: 有效^此外，茔标系統显然町 
以义到任裔的络倫茲变渙。 
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在第359頁的脚注中已經指出，条件（11-95)也还不能唯一地 
决定参考系統。就是說，我們还町以給坐标以形式如 ^〃 = “十 
+ f 和 一岣的变換; 这祥的变換幷不違背条件 fU -95)， 因为卜滿足 
方程口匕 = 0( 見同一脚注丸这些变換可以用来使四个量必?，心， 
+ n 化 为零; 从等式 （11-98) 可以推断，这时分量 札叭， 
W ，0!! 也化为零。至于佘下的量扣， ㈣ 一无論怎样选擇参考 
系統也不能化为零，因为，不难証明，这些分量在 = 

一…的变渙下一般不改变。我們注奩，4 =化这时也为零，所以 

因此，平面引力波为卜 3 ，?‘两个量所决定。換句話說， 
引力波是楔波，波的極化为平面内的二阶对称張量所决定，这 
个張量的对角綫的分贷之和 为零 c 

引 力波典 有一定的能量，能量“密度”是（—象每种能量 
—样，它反过来又产生一定的引力場。因此,引力波繞着它本身产 
生一定的咐加引力場。这个塭同波本身的場比較起米是一个二級 
小量，因为产生它的能量是二級小量(导数％是关于的 
一級小量，因此按照 （11-82),0 是二鈕 小量乂 

我們米計肄平面引力波內的能量通量。在上一节中，我們已 
經知道，51力場的能量通量为量-£0所决定。在一个沿着 d 
軸溥播的波內，显然只有分量^不为零。 

我們已經証明，赝張 sw 是二級小: a ; 我們来計算有这样的 
准确度的利用普遍公式 （1 I - S 2), 再利用下面的事实，卽在一 
个平面波內張量的分量之中异 T 零者是‘， - h 职 計算 
的結果是 

£01 — c 2 ( 交丄 ^{丄 .、3 h ^ 9A ^ 2a \ 

—一 _ 32 ^(^r 乂 十冗 Qt +Z 2 x Qt y 
假如所有的量 / 又仅是的凼数，那么，由此我們巌后得到 
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= —. (11-99) 

W 

§11-11 . 弱引力場 

其次，譲我們来硏究一个弱的引力埸，运动逄度比允速小很多 
的任意的物体所产生的。 

由于物質的存在，引力場方程将不同于簡單的波动方程 
□ (11-90)，其差异在于等式之右边存在旮从物質的能 ft - 

冲量張量而来的項。我們将这些方程 P 成 

^■□必卜--穿 Cii-iou) 

式中，我們引用 r 对〒这种情形更便利的量凇代 
替以 ，而 < 則代 表輔助 这些®助量是当在准确方程巧— 
一 中过皮到所考虑的近似中的弱場的情形时捋 

来的。不难証明，从之中分出我們威兴趣的数量級的量 ，分壘 
4和 < 就可以直接从相应的分量得来;至于分量它們除 

了铤含从 m 得来的項外，还包含从得来的二級小量 
的項。 

和滿足条件从 （11-100) 可以推断，同 
样的方程对于4也 成立： 

g|=0. ai-iox) 

这个方程在这里就代替了普遍关系式 Tl h = 0o 

首先:我們来决定在一个弱引力場中在与产生場的物体系統梠 
距不太远之处的空間-时間度規〔这个距离比物休系統的綫度〃为 
大，但比物体所輻射的⑴力波的波 K +为小 X在一級近似 

中，我們可以略去 （11-100) 中含杯对时間的导数级)和1八 2 




的那些項，而在4的所奋分量之中，我們可 以認为 只有一个分量 
不为零[見（11-39)]，这 -个分 量含冇 P (其余的含有物 
体速度的一次或二次方 X 于是我們得到 

A»K = 0,(11-102) 

我們 应当邛求这些方程的在无穷远处变为零（伽利略度規）的解 y 
因此，从前网个方程可以断定，把= 0, 机气 将第三个方程与牛 
頓引力势炉的方程 （11 〜 40) 相比較，我們求从此， 
我們得到張量 W = 的分量的馗 如下： 

A « = (11-103) 

c c 

对于間隔，我們得到 

心= ( 1十备中 ) C 2 如一 ( 1 一吾 P )( 如2 +祝十 ㈣ 〕， 

(11-104) 

式中的第二項决定弱引力場(牛頓引力場）內的空間度規、 

我們看出， 关于史 的一級量的修 iE 項不仅包含在之内，也 
包含在 SW 之內;在§ 10-8 中，已經証明了，在粒子(运动速度 
的运动方程中， £T % 內的修正项比起从發生的修正項来是 
更高級的 小量; 正是因为这个緣故，所以在§ 10-8 中，我們只能决 
定 九00。 


至于度規張量的混合分量在現在的近似情形中，它們都 
是零。在高一級的近似倩形中，为确定 = 各量，我們有 



在处式中代入其中 V是普通的三度速度， 

幷三度向量义其分量为如=一^那么，我們便得 

ffoo 

到 





U - ii 羽引力# 


Ag" = — r '—(11-105) 

在距离甚远 （ N 物沐的綫度比較)之处，与方程 (5-53) 的解 (5-5 ti ) 
相类似，我們可以直接写出 

01-106) 

式中， M = ^ rx , W Vc ? F 是物体的冲量矩① 。 

在 §10-10 的 晉瓸1 中巳經証明，在^ c 异亍零的引力場中， 
有“科 里奥利力”作 m 于粒了-上，这个力 r 作用于在以角速度 a = 
=1 l / Trotg 旋轉的物体卜_的粒孓上的一样。因此，我們可以 
說,在由旋轉物体（冲量矩为所产尘的引力塭中，有.一个力作用 
在粒子上，这个力同下靣的角速度旋轉时山現的科里奥利力相 
等，而 

替 飆 

在牛領近似情芄™第引力淇的侑 H 

解用 C 1 P 104〕 中的 y ijt , 按普 邏公式 (11 -30〕來計萆囚此場 
的作用迸逄 Cl 

^ ^ydVdt. 

设加上以密度^在$間分扣的貫最的总作用鱼是 

不难証明， S 对于 p 的变分导出泊松方稞〔11-40)。 

①假如我們由摔通公式 (11 邵)和公式 (11-JL0G) 中的 i/ D a 来計笫引力蛊和物質 
的总冲童矩，那么，我們恰好得到蚩这表明，方程 C11-I06) 正碘地夬定与物質栉距 
甚远之处的 hot， 甚至且物 JUtiii 从昍該处的磨极本不能3作是弱場的情形也可以， 
然而这时 M 不是單独物休的冲袋矩，而是物体加上 W 力場的冲基矩(假如堪在处处部 
是弱的，那么，它的冲 i4 就 ifl ■以邮 去） t 
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爸 11 - 12 , 引力波的輜射 


运动的物体以弓力波的形 式所輻 时出的能最的訃算，要决定 
在“敁区”的 U 力場，就足在 3 S 离比輻財波波14大 m 多的地方妁引 
力場。 

在原理 h , 所有的訃算完全与对电磁波6「「作的計算相似弱 
引 力塭的 方程 （11-100) 在形式 .. C 与推迟势的方杩（§ ^0 完全一 
样。因此，我們立刻能够写出它的通解 如下： 

W = 〔丁 ⑶ —f I . (11-107) 


旣然体系内的所有物体的速度很小，那么，我捫就能够写出匈 
沐 系相距 甚远之处的場 （M §和§ 9-2)； 

4卜令邪， (11-108) 


式中，^是到原点的距离，原点被选擇在体系內的任意一点。为 
簡單起見，从此以后我卩 N 1 将略去在被积分函数内的指标（一 A /心 
为了計算这鸣积分，我們利 ffl(u — 肌)。的指标，分 
开空間和时問分 it 我 [H 将 （1I〜101)P 成 


^T a T ^T*aO ^ U > ^Tqq 

~Sx y ' 9 ^ ' 9 x^ 


(11-109) 


用/乘第一式，然后对整个空間积分，則得 


旣然在无穷远处7«=0，*边的第一个积分，在經过品斯定理的变 
換位卽 消失。取余下来的方 S 和經过指标互換的这个方程之和， 
乘以1/%我們便求得 

J T a&<iy = 一去 H- ^ tsa^ A )^V . 

其次，用乘〔11-109)中的第二个方程，然后再对整个空間积 



备 11^12 W 力浚的輻射 



分。相似的变換汙山 

^ ^ ^(y 0 X a X ? dV = — J (^a^X 3 -\-T ^ 

将所得的两个結果加以比蛟/我們求枵 * 

^ T a3 =_ ~ ^ dV ^ (II- 110) 

因此，所有的积分可以衷为仅包含分量 Ao 的积分。但是 
在 s n-11 中已經証明，在覌在的近似情形下，这个分量簡單地等 
于張踅2、的相应的分足 

了仙；= 一7卜 f 成 

将它代入 cii-no〕， 幷 iLrjmiw 間（=<斤，对十（1卜』训〕，我們求 
得 


在与物体体系相距驻远之处，我們可以認为波（在不火的空間 
区域内）足平面波。 H 此，我們利用（1]-洲)式可以計算出体系輻 
射的能量的通量，例如沿着0軸方向的能量通量。 

公式內有分量 k == 0 m 和 ^ 一 ^=^屮 巧一小 33。从 


(11-111)，我們求出它[門的友示式 

(符号上的一点表示对时間的微分），此处我們 「」1 人了張兑 

2^= ^ — (11-112) 


这是質量的“四極矩”張量（見§ 11-6), 結果我們求得沿着/軸 
的能量通量如下： 




— k — 



+ 汐 


2S 


(n-113) 


知道了在#軸方向的輻射以后，就不难决定 在任意 方向的 
輻射，这个 tt ®: 方向的取位矢 li : 用 n 来代表_为此，我們应当由張 


鼂和 矢量〜 的分最造出一个如量，这个标量是汉^的二次式， 
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第卜一草引力場方秸 


当 ^ = % = 叫 ，这个 的二次式化为 


與+丄心二^2 3 , 

^ 4 

结桌，輻射到立体角心內的能量强度等于 
^ — -^C^ajS^Tl,a ) 2 4- ^ ^%Q —万 rt 忍方 rt ^J3 n f ^ 0 - (11 一 114 〉 

沿所有方向的总幅射/卽体系在單位时間內的能量損失 
(-^)， 可以将能量通量对所有方向求平均腌，然后将所得的結 
果乘以得之。利用第抑0頁的脚注中的公式，就很容易进行求 
平均値的計算。求平均値的結杲,得到能量損失的公式 如下： 

令 ▲ 也 • （旧⑻ 


必須指出，这个能量損失的数馗，甚至对天文学的客体也是这样 
的小，以致对运动的稟响，卽使經过了宇宙的时問問隔，也是可以 
—略 去不計（例 如： 双星在一年內的能量損失的數量級为其总能量 
的 KT 12 )。 

d 8 ! dt 的表示式包含1/<这就是説，一个孤立系的能量損失 
仅在关于 1/ c 的五級近似中出現。在前四个近似中，体系的能量 
保持不变。从此可以推断，一个在4力場內的物体体系可以用拉 
格朗日函数来描述，其准确度是到数量級为 的項; 这与电磁場 
的情形不同，在电磁場的倩形中，拉格朗 B 函数汉仅准确到二級項 
(后者与这个事实有关，电磁輻射能量損失含有1/^)。然而，拉格 
朗口函数 中 的这些多余 的項所产生的影响是完全可以略去的①。 

我們不推导，而直接写出在二級近似中相互吸引的粒子的体系的泣格朗 fj 

函数 

A^B A^B 

式中，是在砬子热 A 和所 3 之間的矢徑 R Aii 方向上的笮 [ i 矢章 y 



§ n -33 各向周性的空冏 
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習 題 


两个物体按 M 牛蜞定律 tl] 吸，伴镋笤共同的惯性中心作固周运动 3 求两个物体闲 
引力波輻射而損失能里所 U 起的扣互接近的速度 C 

解假如 mi 和是物体的質盈， r 是它捫之間的距离（对于0周运动它是常 
量久利用 （11-115) 式作計笫，則得 

d$ _ ^Lfc f ^1^3 \ " r 4 B 
^ H' Wi S / * 


其中 


2 ir 

—T 


k ' 


S = - K -. tr - 

2 r 


7 T 是旋鞞 fiq 周期。鏔丰“，与 ^ni 关系式是 + 旣然 

，那么 if > 于是我捫最后得到 

•采 iit 

* 64^ m -i 

r=_ . ■ 


§11 - 13. 各向同性的荃間 

我們来将引力方程应用于在整个領域內完全朵均匀的和各向 
同性的空間。这就是説，我們能够这样米选擇“世界”时間，使枵住 , 

每一瞬 :間，空問的度規在所有的点上积在所有的方向上都是一样 
的。換句話說，空間有完全的对称性。当然，这时我們自然而然地 
暇設了物質的密度 (:在"世界 ”时間的每一时刻）在整个空間都是不 
变的％ 

首先我們为各向同性的空間在“世界”时間的确定时刻造出一 
个空間 度規。 渙句話說，我們应当找出用坐标微分来表示的空間 
蚯离元&的表示式,亦卽决定在普遍公式 


①假如我們引用 f 面#到的結杲，那么，所涉及的应該是在“大 m 圍”內研究的 
空問 w 性，星珠和星系(:例如錤河系或河外星云）中的物質堆枳所引起的馬部不均勻性 
略而不計。因此，所謂物質密度，应当了解为綫度比星云間的距离大很多的空間匡域 
內的平均姐 D 

虽然根据現有的天文数据，可以假定这个密度是均句的 f 但县汰个假設不 免只有 
近似的性質；到底达科情況祚新数据出峴后能否甚至在定性上有 变化/ 这仍然是-•个 
叨胆，至于 w 力方秸的解的墓本牿 _n. 与实际情形符合到什么稃度，这也是一个問抵。 



SOS 笫卜•窣 W 力揚方粒 
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dh dx^ dx 3 (U-llfi) 

中的張的分 u 。 我 friWT ^ 表示三度空間的度規張 a , 以 

度度蜆張柑区別。 

岱間的曲申完全为空間的三度曲率張 最所 决定，我們用 
来代农它，以与四度曲率張相区 sy ( 張 SCu 的特性当然 
完全与張量 n ： m 相似）。在完全各向同性的情况下，張 m p %„ m 
然应玲只用度規張量来丧示。囚此 ， JA F ^7 &的对称性(見 
§ 11 D 很容易 S 出，它应 a 有 卜面 的形式 

尸 “ & — —My 7 s) T ( 11 - 117 ) 

式中， x 是某一常数。相应地，二阶張量 = 等于 

P ^ = 2 hy a ^ Cn-ns) 

而标准曲率 

尸=队. ( H -1 J 9) 

H 此，我捫霄出，各向同性空間的曲率恃性充全可用一个常数 
x 来决定。与此 枏应， 对 T 空間度規共有 _ i 个 M 要的可能情形: 
CD 所謂恒定正曲率空間 C 与正的 M 直相应），（2)恒定負曲率空間 
(与 a < o 的情形相应），（旳零曲率空問 C 与 x = o 的情形相应〕。最 
后一个当然是平坦空間，卽欧氏空間。 

为了研究度規，最便利的是从儿何的相似出毅，将各向同性的 
三度空間的几何看作某个虛构的四度空間①內的一今各向同 
性的超曲面上的儿何。超球是这样的一个 曲尚； 与它相应的三度 
汔間是恒正曲率空間。四度空間％% % A 内的超球 C 半徑为 a ) 
的方程 如下： 

4+ ㈣ + 4 +忑卜 a 2 , 

在其上的綫元可以表示为 

di 2 — du ； f +办|+如| + c ^ f . 


⑦这个四度，間当然与两度的空間-时同毫无关系。 



§ 11 一 U 各向 向性 的空間 


?,€0 


将 w， V， W 荇 作是二个空問芈标，利用第一 个方抨 ，从^中 
消去虛构坐标#，我們得到空間跟离 元如 下： 

a 2 — ajf — ^1 — 

从这个式子不难計算 （ii-iw ) 屮的常数 \ 旣然 我門早 ti 知 
遒 Pm 在整个空間鄯有 （ii-us) 的形式，那么，只須計算它在原 
点附近的一点上的値就够 J % 在这一点上，等于 

g , X^ Qj a 

y^B = 5 戊衣 + • 2 ■ 

( l * 4 

因为 7 W 的一次导数，从而 r |„ 在原点为 零， 所以根据普遍公式 
(1 卜 15) 来升算是很簡單的，結果得到 


我們可以称《为空問的 “曲率 半徑' 我捫引川相应 frT 球”來 
标7, A P 来怍坐 V ，<这时， 綫元的 表示式将有如下的形 


式: 


名 2 ._ . 

1 


dr 2 


T 2 

/ t 2 


+ r 5 (sin 2 Q d<p^-\-dO ? ), 


( 11 - 122 ) 


坐标原点当然可以选擇在窣問的任何一点。在这些坐标中，圆的 
周 M 是 加， 而球的丧画积是 4^ c M (: 或球〕的“半徑”等于 




，卽太于 L 因此，在这个空間中， M 周与半徑之比将 


小于277。 

在用角“; r 按照是在从0到 h 的范圍内改变) 
代替 r 所得到的四度球坐标4中，心有另一个便利的形式。这时, 


①笛卡兒來标与四战球坐标有卜面妁关系: 
a?^ = Gf si x\ X 5! In 0 cos Vy aTj. = a F- ； 2n X 0 ^ n 9 f 

x n — a SldXcoS^, x^ = a cos X . 
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od^^-dO^)^ ( 11 - 128 ) 

坐标; C 决定到原点的趼离，这个距离 叹。 在这呰坐标中的球的表 
面积是 4 tt ^ 我們看出，当我們从坐标原点离开时，球的而 

枳随之而增加，在离开到的距离时，球的面积达到 r 最大 
i\K 从此以后,这个面积开始减小，在空間的“对立極点"，与 

原点 ffl 圯为在这样的空間內它是一般呌能存在的最大跖离）， 
球的而积化为一点[所有这些，只要我們注意到坐标 r 不能取大于 
^的値，就可以从 （11-122) 苕出 H 

按照（]1.-123)式,一个有正曲率的空間的体积 

f SflT 7 T 

-HP sin 2 % m n 0 dx ^0 dq>, 

由此可得 V = 2^aK (11- m) 

闲此，一个有正曲率的空問娃“自己封閉的”一一有限的，但是，不 
言而喩，它沒有界限。 

値得指出，在封閉空問中，总电荷是零。車实上，在一个有限 
益間中，每个封閉曲面在它的本身的两边包圍着空間的一个有限 
区域。因此，一方面，电場經过这个曲面的通量等于在这个曲面內 
的总电荷，而另一方面，則 等于 在它以外的总电荷反因此，这 
个曲面两边的电荷之和为零。 

現在我們来硏究有負的恒定曲窄的空問的儿何。从 （ U -121) 
我們知道，假如#是負的，卽 a 是虛数，那么 ， A 就足負的因此， 
对于有負曲率的空問的所有公式，只鋇用&代％就立卽可以从 
前面的公式得出。換句話說，有負曲率的空問的几何，在数学上， 
可作为在一个半徑为虛数的四度假球上的儿何 c 
因此，常数 A 現在等于 




(11 125) 


§ 在封阳的各向旬性換型內的空周-时間度規 


1^71 


侖負曲半的空間中的綫元在 L A fP ， 坐标屮哲下面的 形式： 

di^-^ --_ ^ 4 - r £ (^m 2 Od^^dO^, (ll-12ft) 

1 + a= 

式中， r 可以取从 0 到 oo 之間的所有的値。 阒的周 長与半徑之比 
現住大 亍加。 服如我們按照 r = ^ h X ( Z MO 到 『:; 1用坐标乃我 
們就得到与 Ol -1 M ) 柑应的沿 2 的表 米式 

di^ = a 2 { d% 2 + sh 3 x(dn 2 9 dg> 2 -h )} * (11-127) 

球的別 积現 在等于当我們从原点移开时 Of 因之增 
加〕，这个面积将无限制地咁加。有負曲申的空間的体积显然是无 
限的 。 


習 題 

胳锊找)变换成这样的脖式，在这个杉式屮，綫元与其欧甚黾德表年式成 
n 氣 

解将 —h 


4 a s 

rfP = ( 1+ T ^)" 2(rfri>r ^ 必 S +1 ri ^ £ <?^ 3 ). 


§11 14. 在封閉的各向同性棋型內的空間-时間度規 

为了进行硏究空間-时問的各向同性的度規 a ， 竹先我 們必須 
选定我們的参考系統」最便利的参考系統是这样的一个#考系 
统，它在空間的每一点随茜在該点的物質一齐适动、我們可以説， 
这个参考系統恰恰就是充滿空問的 物質； 根据定义，物質在这个参 
考系統中的速度处处都为零 (: “间有”参考系統）。显而袅兕，参考 
系統的这种选擇对 T 各向同性的模型是合 理的； 作任何其他的选 

③ 我們在此所 d 論的 M 力方科的解，以及下节所 dife 的弓 I 力方程的解是由 a . 
侏里絶受戎 1922 牟首先得出的「 
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撣时，物体速度的力 向就 造成空間的不同方向在外衮上的不等价。 
时間的坐标应当丄节开始所說的那枰选擇，卽使得在每一瞬間， 
度規对整个空間都是一样的。 

由于所有方向完全等値，度規張量的分量在我們所选擇 
的参考系統內等亍零。事实上，三个分量所以当作一个三度 
欠量的分量，暇如它們不为零，那么，不同的方向就不等价了。因 
此制 应当有⑽ dxt - dV - 的形式。分量⑽在这里仅仅 
是 f 的函数。因此，我們总能够这样选摆时間坐标，使❿。化治 
一。％ 用 T 表示这样选擇的时間坐标，我們得到 

ds^= c* c? 丁含一 〔 II _ X^S ) 

这个时間 t 显然是在空間的每一点的固有时。 

我們从硏究正曲申空問 开始； 从現在起，为簡單起見，我們称 
引力方程在这种空間中的解为“封閉模兜”。对 T 軋我們 用衮不 _ 
式（11-123)，式中的“矢徑” a —般来說是时間的函数。因此，我們 
将心 2 片成 

ds 2 -^ c 2 而 2 —a s 〔T ){ d/ 2 屮 sin 2 双如 2 十 sin 31 〔11-129) 

函数为引力場的方程所决定。为了解这些方程， m 由关 

系式 

cdr = adrj (11-130) 

定义的 n 来代替时間是便利的。这时，^可以写成 

ds 2 ^ a ^ Tj ^^ dr ] 2 — — + (11-131) 

要建立場方程，应从計算張 ffi ^的分量开始 c 坐标 
M 是从对称性的考虑，我們 M 先断定，分量馬《恒等 
丁零。此外，从 rh 諸量的値，我們5出形式如 1 心和 r L 的分 
量必定为零(:这是不难証明的）。因此，在馬 K> 的表示式中，只余下 
下面的一 些項： 

Qf _ _ 3 T 0 

^ In V-g-Tt a T^iL^ r 




s u - i 4 在讨 閉的务 闷^性 楔拋内的空 fo . 时間度规 


373 


为了簡化札, 的計算，我們注意， 旣然^ ^=0,那么，三度張駿 
的分量就与分量重合 d 因此，将那啤 _ H 含存^ a 的項从仏^ 
中分开，我們得到三度張量的分填。因此，我們求得 

3 In v 

drj 




9F 


Qrf 


+ 


9 


一 


利 fflCn - m ) 式中的度規張 设的分 里的値 

沒 o 尸一 a 2 , g n =a^ t g^ -- a® iin 2 x, M sin® ^ 9 m 

我們从計算我卩]所嬰的设 ： 


r 


i 




Qx 


1^ 




(点表示对于 W 的微分〕。按照 (1 卜 118) 和(: U .-121)， 張量等于 


P 


2 

02 


g t 


最后 ，利用 所有这 哇式子，經过簡單計算，得到 


B 


2 


n 




S^rk 


应当使它等于旣然在我們所选擇的参考系統中，物質是 

靜止的，那么， W = 0 ; W = l/h 于是从 （11-2 S) 式得到 rs - -e 

( e 是物質的龍蛩密度 X 

因此，我們得到下面的方 程③： 

S^rrk 


c 4 


S 十 M ). 


( 11 - 132 ) 


这里出現了两个未知函数 e 和 a ; 因此，我們必須还要找到另外一 
个方程。为此，我們选擇方程 rj ^= o 是便利的 cm 来代替場方程 
的空間分量〕，这个方程是四个方程 Cl 卜 77) 之中的一个，如我們所 
知道的，它是包含在力方程之内的。这个方程也可利用热力学 
关系用下面的方法直接好出。 

① 我捫 夾不研宂带有別 1 訑宇宙常钕的囚为現在已輕最后阐明了，引力乃 
程的达种变形足汶 Yl •仟 M 物砰魟础的 ， 
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在場方程中应用能量-冲 晕張填 的表示式 cms ) 时，我們就 
省略了所有导致熵增加的能苋散失过程。这个省略在这里当然 
是完全合理的，因为由 T 能的散失而应該加到 R 上的一些补 
助項与包含物質的物体的靜止能的能量密度 e 数比較是微不足道 
的 。 

因此，在求場方程时，我們可以捋总熵当作是不变的。税在我 
們来应用熟知的热力学中的关系式此处的 
是体系的能熵与体积，而九 T 則是它的 K 力与溫度。在熵不 
变的情况下，我們簡單地有引 ffl 能量密度 
我們很容易求出 

一(£+ ")《-• 

按照 （11-124), 空間的体积 F 足与曲率半徑 a 的立方成比例的。 
因此砍于足我們吋以写 


s + p 


-二 in a ) 5 


取积分則得 siD«-^r !— +常数 01-133) 

J 少十 S 

( 积分的下限是常数 

假如我們知道的关系（物态方程），那么，方枵(11-1郎：) 
决定 s 作为 a 的函数。这时，从(: U -132)， 我們可以决定 "/ 如卜： 


士 


-,/ S 7 rk . * 


Cll-I3i) 


方程 （11-:133) 和 （11-134) 以普遍的形式解决 了确定 在封閉的各向 
同性模型內的度規的問題。 

假如物質在空間是以不連續的宏覌物体的形式分布的，那么， 


a mmm , 方杩 ( n - i : ⑴与在 ； n -^ 的羿矂 ^ 中将方样 fr 参 
考系缺屮积分，所#的方陞 ( y ) 相合。 
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为广奸算它所产处的 u 力場，我們 " r 以将这些物体4作有 -定與 
量的質点来处理，而不注览它們的一切內部构造。如果認 为物沐 
的速度比光速小很多，我們可以簡單地設 S = M ^, 此处的^足單 
位体积內的物体的質量之和。根据同样的道理，构成这呰物体的 
"气体”的压力比起 s 来是非常小的，因而可以略去不計（按照我 
們所說的，在物体內部的 W 力与所考虑的問題无关）。对于在空問 
的輻肘，其能 ft 相对地説也是 m 小的，因此，輻射能和輻射压力也 
可以略太_不計。 

在 （11-133) 中使 f ：^^ i >==0 T 幷1进行积分，則得到 

常数， (11-135) 

这个方程也可以直接写出，因为它 6 过表$这个事实，卽在整个空 
間内的物休的質量之和保持不变，正如在所考虑的情形下所应鉍 
的（显而易見邶/ 2 沪=常数，其中 M = 是一个体积为 

的空間内的总質量）。将（11-135〕代入 （11-134) 內，进行积分，我 
們便得到 

a = tt 0 〔l — ⑽ 7}\ 〔11-136 ) 

式中 T 是一个常数。戢后，对亍 t 和”的关系，我 

們从 （11-130) 求得 

T =，（77 — sin 17 ). (11-137) 

C 

方程（11-136)， （11-137) 决定以参数形式表示的函数 a ( r 〕 ； 这+ 
关系所描写的曲綫是一个摆綫。 

当7?=0,± 2 订，士 …时， a 消失，而 M 則变为无穷大 t .但 
是当〜时，压力也很大，因此为了硏究在上面所定的巧値的 
附近的度規，我們必須考虑相反的極限情形，卽尽可能火的压力的 
愦形(对于給定的能量密度来說〕。在 §4-10 中我們 Q 緙看出 ，最 
大压力等丁_ [見 (4-66) 式将它代人公式01-〗⑽〕，則 
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锊到 

£ #=常 数. (11-13 S ) 

在这以后 ,（11-1 时)和 （ n -130) 导致下而的 关系： 

Ct , 

a = a r 0 sin 7 ?， r = - 0 (i —eos 77 ), (11-139) 

c 

其中，常数 K 与 （11-13 S ) 式的常数冇一定的关系。旣然这个解只 
对于很小的《才有盘义，那么，我們立卽能够写出与它相应的近似 
公式(在^<1的情况下，将它 展为級 数而得 到）： 

«=常数 1/7* (11-140) 

假如 t 的符&变了，那么 ，（11-139) 式中的 a 变为虛数，而它 
的平方为負。这时， （ p -』29) 式中的所有四个分量应該都是 a 
的，而行列式2則是正的。但是，这样的度規沒有物理意义(見第 
M 4 頁〕。这就是説，对于上固所紿的^的値，度規实际上有奇诗 
Ao 因此，我們必須只考虑 W 在0到 2 tt 这个区間(或者，从 2; r 到 
^ 的区間等等）之中的値，而超出这个区問边界的度规解祈开 
柘沒有物理总义。 

% 1115. 在开的各向同性模型內的空間-时間廑規 

用与上节完全相似的方法就可得到有負曲率的各向同性的空 
間的相应的解开税型”)。代替 CU - ]29)，视在我們有 

ds ^= c 2 dT £ — a 2 ( T ){ t ^ 2 +ail ^^( d 9 2 -\- sin 2 Q dq > 2 ')}, (11-141) 

再次引用变数 W 釆代替 t ， 而 W 与 t 的关系是 Wt = W ?7 ; 这 
时，我們得到 

a \ ?7){ c ? T 7 2 — df — sh 々（初 £ 十 sin 55 &* 士炉 2 ) > . (11—142) 

在式中，用0，&分别代替％ H 就能形式地得到 
上式。因此，用上面的替渙在 （11-132) 和（：11-133)4个方程內， 
我們 liL 能直忮得到場方程: ::. 这时，力程 Cn - iw ) 限留它的原来形 
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3 In 一 常数， 


(11-143) 


而代替 （U-132：), 我們有 




C11-144) 


与此相应，代替 （1 卜1財），我們求得 


7?= 士 




(11-145) 


我們先考虑压力小的情形：使 P = 我們得到下面 

的最后公式： 


a = ^u^cctii rt 一 1)’ r ~」（sli " — ?7 〕， 

C 

^.a J ^~--a 0w 

4 ttA 


(1 I - I 4 G 


前两个方程以参数形式决定了函数 《( t )。 

当刀=0时，曲率半徑 a (7?) 为零，而 〆 則变为无劳大 [( II -145) 
式中的积分常数娃这样选擇的，使同这个値对应] 。匀 
(1]-135) — ( im 7) 各解不同，此处的 W 只有一个脐 ： ft t ?-0 
的附近，我捫的解不能应用，而我們又必須化为 P = e / 3 的情形。 
从 （11- 143〕式，我們依然得到 

M 1 -： 常数， CU - U 7 ) 

而对亍《与7"的关系，我們求得 


tt = oj sh r；j 


-^(coth ”一1〕. 


只有对于小的％这个解才布意义，在这种情形下，我們又有 

“=常数 〆 ( n - ii 8) 

因此，在所者虑的情形下，度说在 w = o 时哲一个存 n 因此我 
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們必須或萏 R 在 V >0 时，或者仅在 n < f ) 时，考虑所有的*数^ 
对 T v >() ， 曲率半徑随着 T 的咐加而眾調地增加。我們着 
茧指出，的申半徑的增加导致空間内所有的距离的增加，从空間距 
离元 （11-127) 与 O 成比例这一事实就可以立卽看出这一点了。它 
导出这样一个結果，卽在这柞的空問中，各物体彼此“跑开 ” D 眼如 
冇一个观察者，坐在这些物体中的一个物体上卤，在他看来 ，就好 
象所有八余物休都沿着半徑方向离幵他而去 

最后，所硏究的解相应于空間 的曲率 ¥徑无限大的_限愤形 
是平坷巧間模型，卽欧基里德空問校型。在这样的空間-时間中的 
間隔心 2 可以写为 

c 2 dT ^ — b z { T )^ dx ^-\- dy ^ + dz 2 ') (11-149) 

(我們选擇了“笛卡兒”坐标％ % s 怍为空間 坐标乂 空間蚯离尤中 
的时間因子显然不改变空間度規的欧基里德性，因为对于一个給 
定的 L 这个因子是一个常数:用簡單的坐标变換就可以使之为1。 
用与上一节相似 的計算 ，我們导出下面的 結果： 

^~ s = A ⑵' 3int= ™ 5 O + 常数 ■ 

对于小乐力的倩形，我們求得 

常数，& =常数 t 2 3 . (11-150) 

对于小的 T , 我們又必須考虑 P ^^/ H 的情形，对于这种情形，我們 
求得 

常数， “ 常数 〆 (11-151) 
因此，在这种淸形下，度規也也个奇异点 ( t =0)。 

所侖我們考虑的备向同性的这間校型表视出有一个共同的特 

①为了得到物体被此相互“跑: JT 的姑淪，物体直袪的作用必蒗是足够弱的；豇 
准进 H 相互作用的势能，必 tUb 右們分离运动的动 能卜 很多(:对分离得足够远的 
物体，这个条件总是滿足 的)。 在相反的情形 T , 物吊 H 的诅离 基本上由它椚的相互 
怍用决定： E 此肩如.分立的宏視物体的綫度应当 mrr ^. 


§ n - u ^ 斤 卉的各而间忤揆型內的空間-时間度規 
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性-一它們的度規有舒诗点。然而必須注意，只有在更詳尽地硏 
究了各向异性的普遍怙形的場方程以后，才能回答这个問題，卽到 
底这些解的这个特性是不是各 向同性 模型的特殊性質 ，这今特性 
对于实在的情形幷不成立，因为实际上，空問的各向同性仅仅是近 
似的。 

在此，我們关于热力学在广义相对論中应用的結果説一番 
話 。 

在会 11-& 中，我 n 看出在广义相对論中的四度总冲量守 m 定 
律 a 有一个 m 等式的性質。其中 可注兗 的*，整个空問中的四度 
总冲 liFV 为苹。这<以直接从四度冲量的积分表示式 

P 1 -Y ^ hi ° a (11-88) 

推出。事实上，在一个有限的模型中，每一个封閉曲固的两边都 a 
圍#間的一个侖限区域。囚此，我們所万的积分等于包含在曲卤 
一边的空叫內的四度总冲量，而问时也等于包含住曲面另一边的 
空間内的四度总冲量反圩。因此，从公式 （11 -即）計算出来的整个 
空間內的四度总冲 蛩等丁 -零。 

因此，从 ( H -85) 决定的整个空問的四度总冲 t 在实質上是 
沒芍意义的，因为与之相应 的守值 定#退化为毫无內容的 m 等式 
0 = 0,-, , 

在非相对論的热力学中，毎一个閉介系的熵單調地增加，經过 
一个足够 K 的时間間隔以后，它达到与热力学的平衡状态相对应 
的最大値。这个値就是熵在系統的冲量和能盘为給定的情况下可 
能有的最大値。 

在相对論的热力学中，一个 m 合系的熵的單調增加定律，染 h 
面一样，仍然有效。然而，由于前面所説过的守忸定律的奇特性 
質，熵在增加的过程屮对了一定的冲贵和能 M 将最后取得它的最 
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大値这一句話，当应用到整个宇宙时就失去了意义，因此，宇宙的 
熵总在增加，然而宇宙不会达到任何具有最大的熵的平衡状态。 

習 鹿 

将芘开模型内的間隔咖在大^的愔形 T 变噢为中心对搛形式 (11-49 乂 
解： 当財，从(11，14€0可徘 u 时此，間隔 （11-14 H ) 取下面的 形式： 
ds ^- t ^ X ( d 9 s 6 d 9^}, 

我們桉 M 下尚的尖系引用铕坐耘 h 

r ^ t?T Sll X , 

于見必 3 +山1~办 £ 的系数化％ A 此外，写出 


由此叮得 

囚此，当变玫为 r , H f 时，閊 m 取下面的形式： 

选1、結枭 Mm t 对予太的 t , 开模％的曳 規充一 級近汨屮，仍旧是恧利噹洩規 。 e 
而在#考系 铳&心 9^中，物贺不是舴止的，它的屮布也不是均勻的；达財，物 s 的分 
布和运动对于极选揮为空間虫标原点的空閊一任意点是屮心对拢的。在系铳 x , d t %-r 
中，每个給定質点对应干 X f 0 r T 的一定的佾定値。因此，質点的 徑速度 U 在系統 c (?, 
?，（中等予 

0广心， 

或者^= ~,屯随芘离而增細,并与 r 成 Jt 例。为了央定物茛的分布密度， 我捫 注责 
在系疣 H f 中，在一个“睬度”为打的球壳內所辽括的物 贸的蛩 为常数 ^ X 2 XdX , 
恨是除以球売 的本积 ^ dr (: 在坐标 rj , 史中），我捫找 
出物質的分布为 

所有的結果都是在^>1的假汶 T 求电的，西而它們都不能 应用到 r 接近于 M 的情形 
C 对于小的4-，， T 也是小的夂 


^dr^-^dX^) = ^dr^ f 

、 C S T S -t-r ft f 

c 1 ^^_ L dr -cdt 
t 二 l ^ T 5 + r!> 二 rohx . 





« 11 - 16 光的 庳墻 


洳 i 


§ 11 - 16 , 光的傳播 

我們来硏究一条光綫在各向 N 性空間中的傳播。为了这 
的，最簡便的方法是用这个情况，卽沿光信号傳播的世界綫，問 
隔心=0。我們以光的出發点作为半标;的原点，从对称性 
的考虑，显而易兑，光綫是沿着半徑傳播的，卽沿着常数 ， P = 
常数的綫溥播的。与此相应，我們在〔11-131)或 (11-142) 屮命 
游=卸= 0,就得到心 2 =以(^圹-办命它等于零，我們栉到 
和=士办，积分以后，得到 

X = 士 W + 常数- (11-152) 

V 前商的正号应用到从坐标原点發出的光綫，而負号則应用到向 
原点傳播的光綫。这个形式的方程 （11〜 M 2) 旣可应用到开模型， 
也可以应用到封閉榄型。借助丁上节各公式，我們能够 rt 此用时 
間米表示溥播的光綫上的位 E 。 

在开模型中，一条光綫从它的傳播路程的某一点出發，离开这 
-点越来越远。在封 m 模型中，一条光綫从起始点出發，最后可能 
到达空間的“共軛極”(这与 X 从0 变到7相对应〕；在以后的傳播 
中，光綫开始向起始 A 接近。光綫繞着空間环行一周而又回到起 
始 点的一 个循环 应該与 Z 从0变到 2 开相对应^从 （11-152), 我 
們看到，这时也必須变化然而这是不可能的 C 光在与 V 二0 
对应的一「舜間出發的淸形除外 X 因此一条尤綫在“続空間” 一周 
后不能冏到出發点。 

一条趋向覌察 A (坐标原点 M 專播的光綫，与 n 前面有負号的方 
程〔1卜I 52 )桕对应。假如光綫到达这一点的一瞬間娃那 
么，当1 =別时，我們必定有 Z =0,所以这样的光綫的傅掻方程是 

X ^ Vii - V - (11-153) 

由此可見，对 r 一个位于; r = o 的戊的覌察者，只有那呰从离 
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不超过;的点川發的光 能在 <〜） 瞬問到达观怒# 

这个拈果，对讦的和封閉的楨型都能应 ffi ，是很 iE 要的。我們 
苕出，在时問 <77) 的毎 y 瞬間，在#間铎一个給定点，不是整个空 
間都皂露在物顼覌察之下，只有相应的那一部分才可能 
被覌察到。用数学的覌点来看，空問的可 HL 的区域是四度空問被 
光錐所切的截面。这个截面无論对开的校型或封閉的模型都 ii 有 
限的（在开模型屮的尤限人的截面足被 超曲面 常数所切的截 
面，这个截面与这个空間相对应，在这个空間中所苷的点在同 一 
瞬問 T 被覌察到的）。在这个 S 义上， 开校嘲与封閉模型之間的弟 
別幷不如初兑之下所想的那样大。 

覌察者在一定的瞬問所观格到的区域离他愈远，与之柘应的 
瞬間就 愈平。 我們来望一个球面，这个球面姑这些点的儿何軌迹， 
如果光从这些点在 TO — D 瞬間發出，則在 T 〔 n ) 瞬間在原点被覌 
察到。这个曲面的面积足加<乃—(在封閉模沏中）或 
— (在开模型中）。当它离开观寮者时，“可见球”的 
面积首先从零（当 Z =0 时）增加以后达到一个最火値，在此以后 
又减小，而当;时又回到零,[此处 a ( ri - x )- <0)-0] 0 这龅 
表明，光錐所割的截面不只是有限的，而且是澍閘的。它好象足在 
与覌察者相共軛的点 封閉； 在这一点 e — 

在开模型中，所覌察到的物質的总董等亍 

v 

M ^= 4 tt ^ prct 3 ah s x - d X * 

6 

将 （ II - 140中的代人，我 im 寻到 

当 V — oo 时，这个量无限制地 增加。 在封閉幀型內，的增加 
白然为总質罱#所限制。 
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項在躜我們考虑光在各向同性的空間中傅播肘的頻率变化。 
为此，我們酋先:指出下面的事实。設在空間的某一点有两个事件 
發尘，这两个車件的时間間隔足 卸。 假如在这两个 
事件發生的两个瞬間，發出两个光信号，而在空間的另一点被覌察 
到，那么，在它們被覌察到的两瞬問，有一个与1的变动相应的 
时間間隔，这个变动心 r 与在出發点一样。直接从方程(：11-152〕可 
以推出这个結果。按照方程（11-152)，1在光綫从一点傳播到另 
一点期間的变化仅与这些点的坐标；[:的差馗有关。但是，旣然在 
傅播期間，曲率乍徑改变 T ，那么，發出信号的瞬間与覌察到它們 
的瞬問的时間間隔 T 就不同丫；这些間隔之比等于相应的 a 的値 
之比。 

从上両所說的可以断定，例如，用世界时間来測量的光的振动 
周期也沿着光綫改变，幷与 a 成比例。光的頻率然将与 a 成反 
比。因此，在光綫惓播期間，沿着它的路徑，我們有 

常数， (11-154) 

假設在瞬問我們观格从一个光源發出的光，这个光源位 
于相应于坐标/的一个确定値的距离上。按照 （11-152) 式，發射 
出这个光的一瞬間足 < V - xX 假如叫是光在發射瞬間的頻率， 
那么，按照 C 11- M 4)， 我們所观察到的光的頻率是 


⑴0 


Kv - x ) 
<vT 


(11-155) 


由于函数 a (^) 的單調增加，我們有亦卽光頻率将减 
小。这就是說，当我們覌察向我們射来的光譜时，与在普通情形下 
同样物体的光譜相比較，所有它的光譜綫必定移向紅色的一边。 
这个現象在本質上是物体彼此“跑开”的多普勒效应。 

測得的紅移的大小（例如用移动/的頬率与沒有移动的頻率 
之比来測量）对尸一定的覌察时間来說，与到被覌察的光源 







朗 4 


笫卜. 草 引力場方稞 


厂斤在处的距离有关[在 C 1 W 邱）中，出現了光源的坐标幻。当距 
离不太大时，我們可以将 <々一 Z ) 展为 Z 的幕級数，但只取前两 
項： 


X <. v ) 

(一点表示对 W 的 微分乂 此外，我們指出，乘积 ； f <^7) 在此怡怡是 
到被覌察的光源的距离 L 率实上，“徑向”綫元的長度等于力= 
二 在积分这个关系式时，就發生一个問題，卽这个距离怎样 
用物理覌察来决定。在求这个距离时，我們必須在不同的瞬間在 
积分路綫的不同点上取&的値（^]=常数时的积分梠应亍同时覌 
察沿路綫上所有的点，这在物理上是不能灾現的乂但是对于“小 
的”距离，我們可以略去〃沿积分路綫的变化，而簡單地写？=叹， 
其中&的値是在覌察的一瞬問取的。 

玷果，我 n 求得頻肀改变的相对量 如下： 




al . 


此处我們⑴用了符号 


KvX 


(11-150) 


(11-157) 


i 前面的系数 a 是一个常数 C 对于一定的覌察瞬問 X 因此光譜綫 
的相对移动应当与到被覌察的光源的距离成比例。 

将紅移作为多普勒效应的結果，我們可以决定物体离开覌察 
者的速度。写出 (> — 一〃幷与 （11-156) 相比較，我們 
便有 


v = acl (11-158) 

^直掻計算导数 化續)， 也可以得到这个公式> 

假如我 們要将〔11-158)用实驗数据来修正，我們得到系数 a 
的姐是 
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^-5*6X KT sa 厘米 -1 . 〔11-1^0 

这个値相应于“分离速度”在每一百万光年屮增加160公里/ 秒: 《 
的正号表明«>0;在丌模型中，这相应于1>0,而在封閉模型 


中，这相应于0<^?<^ 0 

将芯=/^ 2 和代人 （11- U4) 式，对于开模型，我們得 
到关系式 

/ 

占 = ot 2 一~^^‘ (11-160) 


将这个方程与等式 


ct = 


ah Tj 


tt(ch ? 7 — 1 ) 


丄 cot；h ! 
a 2 


联合，我們得到 v 1 /^~ 

对于封閉模型，我們得到的不是 （u-_) ，而是 


1 _ S^rk 
g 一 3夕 


P — a 交， 


〔11-161) 


(1 卜肥） 


比較 C11-160) 和〔11-162)，我們看出，空間的曲率是負的或是 
正的，要看差量 — W 是負的成是正的而定。对于 p = 
这个差量为零，其中 

㈣ = ax 10-烈克/厘米 3 , 


根据現代天文学的知識，物質在空間的平均密度只能作很不准确 
的估計，甚至連决定 卜 M 是正的还是負的都不可能。 

攘我們在这里指出一些不等式，在給定0之値的情况下可以 

得到这些不等式。对于丌校型，我們有 

/ 

a _ ah 7} 

a 0 (coth 7 ) — l) 2 f 


因此, 


ct = a 0 (^sh r ) — r }^)— 


&h 17(sh a 一! 7 〕 
a(ch 17 — l) 2 
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旣然 0< i 7< to ， 那么我們应当有 

矣 (11-163) 

i^a a 

同理,对于封閉模型，我們得到 

cr — sijl iCw —ain 7?) 
a ( 1 — eos 17 j 2 

<^) 的增加相应于区間 0 < V < V 因此我們得到 

0< CT < ^ t * (11-164) 

在这两种情形中 , cr < l / a =2 X 10 y 光年。 

下面，我們决定光从光源到达覌察苕时的强度^光源到覌察者 
的距离与坐标 Z 的一定的値相应。在覌察点的光能通量密度，与 
球的画积成反比例，同以光源所在点为心幷經过覌察点作出的球 


的面积成 比例； 在負曲率的空間中，球的面积等 r 47 rd a V Z 。 此 
外，光源在时間間隔— ；() 和內所射出的尤在时間 

mm ⑷和哺翻猶糖拉良 

光的强度被定爻为每單位时間的光能通量，所以在 /內就 出現了 
一 个因子 a Cv 最后，一■个波包的能量与它的頻率成 
比例（見§ 7-9); 旣然在光傳播期間，頻率依規律 （11-150 而改变， 
因而这又一次影响到 j 中的因子結果，我們得到 
强度的公式如下： 


常数 


- a2 .CuL 

a 4 (^) sh 2 x 


(11-1 G 5) 


(11 一 166) 


对于封閉模型,我們同样地得到 

/=常数 4 f ( H ) . (11-166) 

o 4 ( 7?) 8in 2 x 

这两个公式决定被覌察物体的外表壳度与它的距离的关系（在絕 
对亮度一定的情况下)。对于小的 Z ， 我們可以使 一; 
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这样，我們就有7〜卽是說，我 H 得到了光强度 
与距离的平方 成坟比 的普通定律。 

最后，讓我們考虑所謂物体的特征运动的問 M。 当說到物質 
的密度和运动时，我們总是了解它們为平均密度和平均运动;就特 
例言之，在我們所常用的参考系統中，平均运动的速度为零。物体 
的实在速度繞着这个平均値作振动。在时問的过程中，物体的特 
怔运动速度是变化的。为了决定这个变化的規悚，我們来考虑一 
个肉由 运动的物体，幷且选擇軌道上的 任总一 点为坐标原点，那 
么，軌道将是徑向綫：0 =常数 ， p = 常数。将？^的値代入以后， 
哈密頊-雅可畢方程 （10-68) 取以 F 的形式： 

(|* ) 2 + m ^ a \ v ) = o . (11-167) 

旣然 Z 沒 W 出現在这个方程的系数內（就是説 Z 是一个循环坐 
标），那么，守恒定律常数将是有效的。根据定义，运动 
物沐的冲量沪因此，对于运动的物体 r pu 是 
常数 

常数. (n-168) 

按照 - 

t>— - i 

引用物体的特征运动速度 h 我們得到 

— 7 上^-=常数. （11-169) 

I 1-^ 

速度随时間而变化的規律就为这些关系所决定。速度*随 a 的增 
加而單調地增加。 




